MECHANISCHE ASPEKTE DER DEFORMATION

Die Mechanik befasst sich mit den Auswirkungen die Krifte (forces)auf Korper (bodies) ausiiben.
Ein fester Korper, der dusseren Kriften ausgesetzt ist, tendiert dazu, sich zu verschieben und seine
Form zu dndern. Wéhrend der starren Festkorperverschiebung (rigid body motion) werden die
Gesteine verschoben und/oder rotiert, wobei die urspriingliche Grosse und Form erhalten bleibt.
Wenn die auf den Korper einwirkende Kraft teilweise oder ganz vom Korper selbst absorbiert wird,
anstatt den Korper zu verschieben, wird der Kérper unter Spannung gestellt (stressed). Diese Kréfte
bewirken dann die Bewegung von Teilchen innerhalb des Korpers. Somit verdndert der Korper seine
Form, d.h. er wird verformt. Unter Verformung (strain) versteht man die Deformation (non rigid
body deformation) eines Gesteins infolge von Spannungseinfluss.

In der Erde sind die wichtigsten Krifte fiir eine relativ lange Zeit aktiv. Sie sind auf die Schwerkraft
(gravity) und die relativen Bewegungen grosser Gesteinsmassen in der Kruste und im oberen Mantel
zurlickzufiithren. Andere mogliche Kréfte sind meistens klein oder nur fiir kurze Zeitspannen aktiv,
so dass keine bedeutende Verformung entsteht.

Relativbewegungen von Punkten innerhalb einer Struktur

_______________ T---==--

Festkdrpertranslation Festkdrperrotation

nicht-Festkérper-

verzerrung

Dilatation

Krifte, die mit der Bewegung im Zusammenhang stehen, spielen iiber eine relativ lange Zeit eine
Rolle. Die Strukturgeologie untersucht permanente Deformation (sogenanntes ,,Versagen®,
Lfailure”, von Gesteinen), die Strukturen (structures) wie Falten und Stérungen in Gesteinen
produziert. Wenn ein Gestein bricht und seine Kohésion verliert, so ist es sprod (brittle). Wenn sich
das Gestein ohne Kohédsionsverlust in komplizierte Formen verformt, die bestehen bleiben, wenn die
Kraftwirkung authort, so hat das Gestein eine permanente Verformung (strain) aufgenommen und
das Gestein selbst war duktil (ductile).
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Arten von Strukturen
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duktile und spréde Verformung

Das Verhalten (behaviour) der Gesteine, das heisst, ob sie sich permanent oder nicht permanent
verformen, ob Verformung iiberwiegend durch duktilen, sproden oder einen anderen
Deformationsprozess entsteht, hingt von der Wechselwirkung einer Anzahl von physikalischen und
chemischen Faktoren ab. Deshalb ist ein genaues Verstindnis des Deformationsprozesses wichtig.
Wir konzentrieren uns in dieser Vorlesung darauf, einige dieser Faktoren zu priifen, und eine
physikalische Einsicht zu gewinnen, wie sich Gesteine in der Natur verformen. Die Beschreibung
eines jeden Deformationsprozesses beinhaltet die Bestimmung der angewandten Last (Kraft), was
das Ziel einer dynamischen Analyse (dynamic analysis) ist. Tatsdchlich konnen entscheidende
Faktoren der Gesteinsdeformation abgeschidtzt werden, indem man leicht messbare
Materialeigenschaften, wie die Fliessspannung als Funktion der Verformung, der Verformungsrate
und der Temperatur, benutzt und auf eine grosse Anzahl von Gesteinen anwendet. Diese Diskussion
definiert also die Konzepte von Spannung, Verformung, Rheologie und den Bewegungsgleichungen.
Niemand kann Spannungen direkt sehen, aber aus der resultierten Deformation kann man auf sie
schliessen. Diese Vorlesung wird mit diesem Thema beginnen und die dafiir notwendige
Vektorrechnung einfiihren.

Physikalische Definitionen

Kontinuierliche Medien

Gesteine sind komplizierte Ansammlungen von Kristallen, Kornern, Fliissigkeiten usw. deren
Eigenschaften und physikalische Parameter sich kontinuierlich verdndern. Kontinuierliche Variation
bedeutet, dass diese Parameter rdumliche Ableitungen aufweisen. Deswegen ist es notwendig,
infinitesimal kleine Materialvolumen zu betrachten, in denen die physikalischen Eigenschaften
iiberall dieselben sind. Diese nennt man ein kontinuierliches Medium, welches reale Materialien
modelliert, ohne ihre feine Struktur (z.B. die atomare Grosse) zu betrachten. In der folgenden
Diskussion zur Mechanik werden die Gesteine als solche kontinuierliche Medien betrachtet.
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Newton 'sche Axiome: Gesetze der Bewegung
Die Newton’schen Axiome treffen eine Aussage iiber den Bewegungszustand von Kdorpern in
Abhingigkeit von einer dusseren Grosse, der Kraft (force), und einer Eigenschaft des Korpers: der
Masse (d.h. die Menge an Material in einem Korper). Auf dem Gebiet der Dynamik sollen nun die
treibenden Krifte der Bewegung untersucht werden. Da Deformation die relative Bewegung
zwischen Punkten ist, werden die drei Newton’schen Gesetze der Bewegung als grundlegende
Axiome angenommen.

Gesetz 1: (Trigheitsprinzip)
Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen Bewegung, solange
dieser nicht von aussen durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu dndern.
Die Geschwindigkeit eines solchen sich «frei» bewegenden Korpers ist nach Betrag und Richtung
konstant.

_ Gesetz 2: (Aktionsprinzip)
Die Anderung der Bewegung (Beschleunigung) ist proportional zur auferlegten Kraft und verlduft in
die Richtung in der die Kraft wirkt.

Gesetz 3: (Reaktionsprinzip)
Eine wirkende Kraft F ruft immer eine gleich grosse, entgegengerichtete Gegenkraft
(Reaktionskraft Fp =—F) hervor; die Wirkung zweier Korper aufeinander ist stets gleich und von

entgegengesetzter Richtung (actio = reactio); z. B. der fallende Stein zieht die Erde ebenso stark an
wie die Erde den Stein.

Physikalische Dimensionen / Gréssen
Die mechanischen Eigenschaften eines Materials konnen mit den drei unabhingigen, grundlegenden
physikalischen Grossen (d.h. messbare Parameter) Léinge [L], Masse [M] und Zeit [T] ausgedriickt
werden. [ ] bedeutet ,,in der Einheit“. Andere Dimensionen, wie z. B. elektrische Ladung [Q] und
Temperatur [0], sind abgeleitete Dimensionen.

Eine Grosse/Einheit ist die numerisch skalierte Magnitude einer physikalischen Dimension.

Konventionell werden die Grossen, respektive Einheiten im Systéme international d'unités (SI

Einheiten) angegeben. Diese Einheiten sind fiir die Linge, die Masse und die Zeit, Meter (m),

Kilogramm (kg) und Sekunde (s).

- Ein Meter ist die Distanz fiir welche das Licht im Vakuum 1/299'792'458 Sekunden benétigt.

- Ein Kilogramm ist die Masse die durch den internationalen Kilogrammprototyp (wird auch
als Urkilogramm bezeichnet) welches im Bureau International des Poids et Mesures in Seévres
(Frankreich) aufbewahrt wird.

- Eine Sekunde ist das ,,9'192'631'770 fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen
den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nuklids 133 Cs
entsprechenden Strahlung festgelegt (nach dem Zertifikat in Investment Performance
Measurement) bei einer Temperatur von 0 K.

Kraft

Eine Kraft beeinflusst oder dndert die Bewegung eines Kdrpers.

Mathematischer Ausdruck
Die Kraft bezeichnet sowohl eine Grosse (magnitude) als auch eine Richtung (inkl. Orientierung;
direction and sense). Deswegen ist die Kraft F ein Vektor, welcher den Regeln der Vektoralgebra
folgt. Gewohnlich wird die Kraft als Pfeil in einem Koordinatensystem dargestellt:
- Die Lange der Linie spezifiziert die Grosse (Magnitude) der Kraft (wie stark ein Stoss ist).
- Die Orientierung der Zeile (rdumliche Orientierung der Linie) spezifiziert die Richtung der Kraft
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- Eine Pfeilspitze weist in die Einwirkungsrichtung der Beschleunigung (in welche Richtung der
Stoss wirkt).

Wirkt auf einen Korper mit einer Masse m eine Kraft F, so wird er in Richtung der Kraft beschleunigt
(Newtonsches Aktionsprinzip, auch Beschleunigungsprinzip genannt). Die Beschleunigung a eines
Korpers ist umgekehrt proportional zu seiner Masse m und direkt proportional zur resultierenden
Kraft, die auf ihn wirkt.

a=F/m<F=ma

Diese Relation kann geschrieben werden als:
5 @ _ d (mv
t dt

SN—"

wobei mv das Produkt der Masse und der Geschwindigkeit ist, was dem Impuls entspricht und t die
Zeit.

Die uns am meisten vertraute Kraft ist das Gewicht, oder korrekt die Gewichtskraft. Das ist per
Definition die Kraft, die eine Masse (Produkt von Volumen und Dichte) in Richtung der
Gravitationsbeschleunigung erfahrt, und die deshalb normal zur Erdoberfliache ist.

Wie jede Vektorgrosse, kann auch eine Kraft entsprechend der Parallelogramm-Regel der
Vektoranalyse in drei Komponenten (components) aufgespalten werden, z.B. FX, Fy und FZ,

welche parallel zu den Koordinatenachsen (x,y,z) sind. Dies wird gewohnlich in Spaltenform

geschrieben:
FX
F= Fy
FZ
Orientierung

Der Vektoranalyse kann entnommen werden, dass zwei Vektoren definieren eine Ebene. Dies hilft,
um die Orientierungen zu bestimmen. Diese erste Definition ist dusserst niitzlich bei 3D-
Anwendungen, da man durch das Produkt dieser beiden Vektoren einen Vektor senkrecht zu den
anderen zwei Vektoren erhilt, d.h. senkrecht zur Ebene, die die zwei Vektoren enthilt. Das
Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt genannt) ist auch ein Einheitsvektor (seine Grdsse ist 1). Die

praktische Anwendung ist das normale kartesische Koordinatensystem, wobei i der Einheitsvektor
entlang der x-Achse (also senkrecht zur yz-Ebene), j der Einheitsvektor entlang der y-Achse

(senkrecht zur xz-Ebene) und k der Einheitsvektor entlang der z-Achse (senkrecht zur xy-Ebene) ist.
Die Kraft kann wie folgt ausgedriickt werden:

Fy 1 0 0
F=|F |=F.i+F.j+Fk=F.[0|+F.[1|+E.[0
F, 0 0 1

oder
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mit &; dem Einheitsvektor der 1-Achse.

Wenn die drei Vektorkomponenten geschrieben werden, d.h. die Lénge jedes Vektors entlang aller 3
Achsen, konnen die Einheitsvektoren weggelassen werden, so dass die Koordinaten zu den
Koeffizienten i, j und k in Teilen der Gleichung vereinfacht werden kénnen. Der Vektorsatz

welcher durch die drei Zahlen und das Koordinatensystem definiert wird, wird mathematisch als ein
Tensor erster Ordnung beschrieben.
Krifte und Kraftkomponenten addieren sich wie Vektoren.

Dimension
Die Einheit und die Dimension der Kraft werden mit Hilfe der Bewegungsgleichung der Mechanik
F=m.a definiert. Die Dimension hat die Form:

[Fl=| M1 |

Die Masse ist eine skalare Grosse, d.h. es erfordert nur eine Zahl um sie zu definieren. Die Einheit ist
ein Kilogramm (1 kg). Ein Skalar ist mathematisch ein Tensor nullter Stufe.

Die Definition der Beschleunigung braucht ein Koordinatensystem.

Das Newton und das Dyn sind die Grundeinheiten der Kraft. 1Newton (1N) ist die Kraft, die bendtigt

wird, um einen Korper von 1 kg mit Im/s? zu beschleunigen:
IN = lkg.1m.1s "2 =10° Dyns

Die uns am meisten vertraute Kraft ist das Gewicht, oder korrekt die Gewichtskraft. Das ist per Definition
die Kraft, die eine Masse (Produkt von Volumen und Dichte) in Richtung der Gravitationsbeschleunigung
erfihrt, und die deshalb normal zur Erdoberfldche ist.

Korperkrdfte - Oberflichenkrdfte
In der Geologie gibt es zwei fundamentale Klassen von Kréften. Kérperkréfte (body forces) wirken
auf die gesamte Masse eines Korpers und hidngen von der Menge an Material im Koérper (d.h. dem
Gewicht) ab. Oberflichenkrifte (surface forces) wirken an Oberflachen.

Korperkriifte
Aussere Krifte, die von der Ferne (Schwerkraft, elektromagnetischen Felder usw.) auf jede Partikel
des Korpers wirken, sind Korperkriafte. Nehmen Sie als Beispiel das Gewicht des Bleistifts:
Gravitation wirkt auf das Bleistiftsvolumen und ist proportional zu Menge an Material in diesem
Volumen. Volumenkrifte sind demzufolge proportional zur Masse und zum Volumen des Korpers.

Koérperkraft
(die auf jeden Partikel des Kérpers wirkt)

SFannunggn J'Pb—ZOZO



6

In rein mechanischen Systemen gibt es zwei Arten von Korperkriften, solche aufgrund der
Gravitation und solche aufgrund der Tréigheit.

Oberflichenkriifte

Diejenigen Krifte, die auf das Aussere eines Kérpers einwirken, z.B. zum Bewegen eines Bleistifts,
sind Oberflachenkrifte oder angewandte Krifte (applied forces). Oberflichenkrifte (z.B. Reibung)
sind demzufolge proportional zur Grosse der Flache auf die sie einwirken. Oberflichenkrifte konnen
auf imagindren oder realen Oberflichen innerhalb des Korpers einwirken und konnen durch das
Wirken des Korpers auf sich selbst, wie z.B. die Spannung in einem ausgedehnten Gummiband,
resultieren. Keine konkrete physikalische Oberfldche oder sichtbare Materialgrenze wird bendtigt.
Die Oberflichenkrifte werden normalerweise ausserhalb des betrachteten Korpers erzeugt und
werden durch die mechanisch ununterbrochene Region iibertragen, die den Korper mit der Stelle
verbindet an der die Kraft angewendet wird. Z.B. konnen tektonische Krifte von den Plattengrenzen
durch die Platte iibertragen werden.

Verhiiltnis von Korper- zu Oberfliichenkriiften
Gravitationskrifte sind proportional zur Masse. Das bedeutet, dass das Gewicht eines iiberlagerten
Gesteinstapels eine bedeutende Kraft auf die tiefer liegenden Gesteine in der Kruste erzeugt.
Im Allgemeinen ist jedes Massenelement in einem Zustand des dynamischen Gleichgewichts, was
heisst, dass die Summe der Volumenkrifte gleich und entgegengesetzt der Summe der
Oberflachenkrifte ist. Wenn dl eine charakteristische Linge eines kleinen Korperelementes ist, dann
konnen wir fiir das Verhéltnis von Korper- zu Oberflichenkriften schreiben:

Korperkrifte _K(d£)3
Oberflachenkrifte (d€)2

mit K = Konstante, die gegen null geht, wenn d/ gegen null geht. Der Kraftunterschied impliziert,
dass sich die Grosse der Korperkréifte schneller (erheblich fiir grosse d¢) als die der
Oberflachenkrifte verringert. Wenn folglich das Volumenelement klein ist, konnen die Korperkrifte,
die mit sich selbst im Gleichgewicht sind, vollkommen vernachldssigt werden. Die Skalierung
zwischen Korper- und Oberflachenkriften hat zum Beispiel wichtige Folgen fiir Bioengineering; die
Festigkeit eines Knochens ist proportional zu seiner Querschnittsfliche, aber das Gewicht eines
Korpers ist proportional zu seinem Volumen. Die Knochen grosser Tiere haben deshalb ein grosseres
Durchmesser/Langen-Verhédltnis um die verhidltnismédssig grosseren Gewichte zu halten. Solche
Beziehungen in der Skalierung kontrollieren auch mechanische Deformationsprozesse. Zum Beispiel
hat George Gabriel Stokes 1851 eine Losung hergeleitet flir die Geschwindigkeit einer Kugel, welche
in einem viskosen Fluid mit niedrigerer (oder hoherer) Dichte absinkt (oder aufsteigt). Diese
Geschwindigkeit vergrossert sich mit dem Quadrat des Kugelradius weil die Auftriebskréfte
verhéltnisméssig starker ansteigen als die Reibungskréfte die auf die Kugeloberfldche der Bewegung
entgegenwirken. Ahnliche Beziehungen zwischen Auftriebs- und Reibungskriften haben wichtige
tektonische Folgen fiir den Aufstieg von Diapiren und das Absinken von lithosphérischen Platten in
den Mantel.

Gerichtete Krdfte

Gerichtete Kriifte (directed forces) wirken in eine bestimmte Richtung. In der Geologie ist:

- Kompression (compression) ein Paar entgegengesetzter Kréfte, die dazu tendieren, Korper zu
komprimieren.

- Unter Zug (tension) versteht man ein Paar entgegengesetzter Krifte, die die Eigenschaft haben,
Korper auseinanderzureissen.

- Scherung (Scherkraft; shearing, shear forces) wird durch ein gekoppeltes Kriftepaar erzeugt,
das in der gleichen Ebene liegt, aber in entgegengesetzter Richtung orientiert ist.

- Torsion (forsion) ist eine Kraft, die zur Verdrehung eines Korpers fiihrt (Drillkraft,
"Schraubenkraft").
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unterschiedliche Orientierungen der Kréfte
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Normal- und Scherkomponenten

Eine Oberflichenkraft F , die auf eine Ebene wirkt, ist im Allgemeinen schridg zur Oberflache und
kann in zwei Vektorkomponenten aufgeteilt werden.

Kraft F

Normalkraft

Kraft (cos 0)

Fn = F.cosd 7 Fs =F.sing
® Scherkraft
Kraft (sin0)

" Ebene

Vektorielle Auflésung einer Oberflachenkraft
in ihre Normal- und Scherkomponente

Diese Komponenten sind:
- Die Normalkraft (normal force) FN , die senkrecht zur Ebene steht;

- Die Scherkraft (shear force) FS , die parallel zur Ebene gerichtet ist:
By T

Die Scherkomponente erleichtert das Gleiten auf der Ebene, wihrend die Normalkomponente dazu
neigt es zu verhindern, weil beide Seiten der Ebene in Richtung zueinander driicken. In zwei

Dimensionen sind F, Fy und Fg koplanar; die zwei senkrechten Komponenten sind gemiss

Rechtwinkel-Trigonometrie definiert:
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Fn =Fcos0
Fg =Fsin6

wobei 0 der Winkel zwischen der angewandten Kraft und der Flachennormalen ist. Die Grosse wird
mit dem Satz des Pythagoras bestimmt:

F? =F{ +F3

Diese Gleichungen zeigen, dass man (i) die Grosse des angewandten Kraftvektors und (ii) den Winkel
zwischen dem Kraftvektor und der Flache kennen muss, um die Grosse der Komponenten zu finden.

Aktion / Reaktion; statische Gleichgewichtsbedingungen

Stellen Sie sich einen Gesteinswiirfel innerhalb einer grossen Gesteinsmasse vor. Das Gestein wird
als ein kontinuierliches Medium betrachtet. Alle sechs Fldchen dieses Wiirfelelements werden durch
die angrenzenden Teile des umgebenden Gesteins angedriickt und das Material innerhalb des Wiirfels
reagiert entsprechend. Diese Situation entspricht dem grundlegenden Reaktionsprinzip (actio=
reactio) das besagt, dass Krifte, die paarweise auftreten, in der Grosse gleich sind aber in
entgegengesetzter Richtung wirken. Zudem ist jedes Atom innerhalb des Wiirfels der Schwerkraft
unterworfen, aber jedes Atom ausserhalb des Wiirfels auch. Daher kann allgemein die Korperkraft,
die tiberall gleich ist, in einem ersten Ansatz als abwesend betrachtet werden.

statische Gleichgewichtsbedingungen Fo + Fq

Fi+Fy =F3+F4

Zwei Kréaftegleichgewichte wirken auf ein Massenelement

Unter natiirlichen statischen Gleichgewichtsbedingungen (static equilibrium,; der Gesteinswiirfel
bewegt sich nicht und wird nicht deformiert) miissen die Kréfte an den gegeniiberliegenden Flachen
im Gleichgewicht miteinander stehen. Wenn man diesen Zustand betrachtet, kann man geologische
Kréfte am besten verstehen.

Diese Situation ist gegeben, wenn die Summe aller Krifte, die auf den Kdrper wirken, null ergibt.
Dies setzt voraus, dass Normalkrifte auf gegeniiberliegenden Flidchen die gleiche Magnitude, jedoch
entgegengesetzte Orientierung haben. Scherkrifte auf gegeniiberliegenden Flichen (zwei auf jeder
Flache) miissen ebenfalls im Gleichgewicht stehen, um eine Rotation des Wiirfels zu verhindern.
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ZA X, y und z = Achsen
des orientierten
Koordinatensystems
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yi’z

Flache des Einheitswirfels
senkrecht zur x-Achse

Gleichheit der Scherkomponenten
Damit in einem Kontinuum das Drehmoment auf einem
Volumenelement verschwindet (keine Winkelbeschleunigung),
miissen sich die in einer Ebene liegenden und entgegengesetzt gerichteten
(uhrsinnige - gegenuhrsinnige) Scherkomponenten kompensieren

Vereinfachend konnen die Kanten des Wiirfels als die Hauptachsen eines dreidimensionalen
Koordinatensystems angenommen werden. Daraus folgt dann, dass sich die Scherkomponente in
zwei Scherkomponenten parallel zu den Kanten der betrachteten Flache auflosen ldsst.

Spannung in einem kontinuierlichen Medium
Die Spannung verursacht die Verformung eines Korpers.

Definition

Die Grosse der Krifte, die auf die Flachen des Wiirfels einwirken, hingt vom Fldcheninhalt ab. Je
grosser der Wiirfel, desto grosser muss die Kraft sein, um eine Forminderung oder Bewegung zu
bewirken. Die Situation wird durch eine Variation der Grdsse und Richtung der Krifte von Punkt zu
Punkt auf jeder Wiirfelflache leicht verkompliziert. Es ist deshalb vorteilhaft, ein Mass zu haben,
welches von der Grosse des in Betracht gezogenen Wiirfels unabhingig ist. Diese Vereinfachung
geschieht, indem man sich vorstellt, der Wiirfel werde auf einen wiirfelformigen Punkt verkleinert,
dessen Flachen eine infinitesimale Grosse A =1 haben. Der wiirfelféormige Punkt représentiert alle
moglichen Orientierungen einer Flache im Raum.

Die Bedeutung des Bereichs, auf den eine Kraft ausgeiibt wird, ist uns allen intuitiv bekannt. Die
Fiisse sinken beim Gehen auf Schnee ein, weniger, wenn man Schneeschuhe hat, und man kann sogar
auf Skiern ausrutschen. Die Kraft (Gewicht der Person), die auf Schnee wirkt, ist dieselbe, aber durch
die Vergrosserung der Kontaktfliche wird die Belastung des Schnees verringert. Dies zeigt, dass die
Spannung und nicht die Kraft die Verformung von Materialien (hier Schnee) kontrolliert. Daher muss
man mit der Spannung arbeiten, um die Verformung von Gesteinen zu untersuchen.

Zugkraft
Die Zugkraft (traction) T verkorpert die Kraftintensitit in Bezug auf die Oberfldche, auf der die
Kraft angelegt wird. Wird die Kraft F gleichmaéssig iiber eine grosse Flache verteilt, so ist:

T=F/A

Wenn die Richtung und Intensitédt der Kraft iiber die Fliche variieren, dann sollte Traktion nur an
einem infinitesimal kleinen Bereich als Punkt definiert werden. Mit dem imaginiren kubischen Punkt
wird Traktion formal als Kraft pro Flicheneinheit, die in eine bestimmte Richtung an einem
bestimmten Ort auf den Wiirfel wirkt, definiert.
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Eine genauere Definition der Zugkraft an einem Punkt wird gegeben durch das beschrinkte
Verhiltnis von Kraft AF zur Fliche AA, wenn es der Grosse der Fliche AA erlaubt ist sich zu
verringern und null anzundhern (Cauchy’s Grundregel):

T =lim [EJ -4
A =0 AA ) dA
In dieser Gleichung ist AF ein Vektor, der mit einer Magnitude und mit einer Richtung definiert ist.
Die Zugkraft ist ebenfalls ein Vektor, welcher durch drei Quantitéiten definiert ist:
- seine Grosse;
- seine Orientierung;
- die Orientierung der Flache, auf die er wirkt. Diese Flache wird definiert durch den Flacheninhalt

A und den normalen Einheitsvektor n.

F=T.A.i

Achtung: Kraft und Flichennormale sind Vektoren (gerichtete Grossen) und im
Allgemeinen nicht parallel zueinander.

Diese Definition enthidlt zwei Richtungskomponenten: eine fiir die Kraft und eine fiir die Orientierung
der Fliche. Die Definition zeigt an, dass die Zugkraft ein gebundener Vektor ist. Dieser Vektor
kann sich auf einer gegebenen Flidche von Punkt zu Punkt dndern und auf eine Anzahl von vielen
Flachen wirkt, die durch jegliche Punkte verlaufen, ein unterschiedliches Ausmass haben. Die
Zugkraft wird folglich immer mit Bezug auf eine bestimmte Fliache ausgedriickt.

Spannung
Unter der Annahme des mechanischen Gleichgewichts (Gesetz der Bewegung, 3. Reaktionsprinzip),
wenn eine Zugkraft auf die externe Oberflache eines Korpers wirkt, dann baut sie interne Zugkrifte
innerhalb des Korpers auf. Die interne Zugkraft wird {iber dieselbe Gleichung wie fiir die externe
Zugkraft definiert; daher gibt es gleiche, aber entgegengesetzte Zugkrifte auf beiden Seiten des
wiirfelformigen Kontaktpunkts.

\ |
- T

/
o

Ebene im
unter Spannung

stehenden Korper
nte

— Widerstand N
I gleich gross und entgegengesetzt zu F

Spannung {ein Paar entgegengesetzter Vektoren) auf einer Ebene
in einem Kérper, auf den eine Kraft angewandt wird

Dieses Paar von ausgeglichenen Zugkriften ist die Spannung (stress). Die Spannung wird auf
irgendwelche Punkte eines Korpers wie die Federspannung angewendet: es gibt gleiche und
entgegengesetzte Kréfte auf den anderen (versteckten) drei Flichen des kubischen Punkts. Die
Spannung beinhaltet sowohl die Aktion als auch die Reaktion. Die Spannung ist deshalb ein Paar
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von gleichen und entgegengesetzten Kriiften, die auf die Einheitsfliche des Korpers wirkt. Die
Spannung wird durch das Material iiber das zwischenatomare Kraftfeld iibertragen. Der Korper
befindet sich dann in einem Spannungszustand (state of stress).

Dimension
Sowohl Spannung als auch Druck (pressure) beinhalten die physikalische Dimension der Kraft und
die Dimension der Flache auf die die Kraft wirkt:

[M*LT-2]/[L2] = [Masse * Linge-1 * Zeit2]

Die Einheiten, die heutzutage in der Geologie am hiufigsten gebraucht werden, sind Pascal (1 Pa =
1 Newton m-2 mit IN = 1 kg m s-2) und Bar (1b = 105 Pa ~ 1 Atmosphire. Die Geologen beniitzen
hiufiger 1Megapascal = 10° Pa = 1 MPa. Eine niitzliche Zahl, insbesondere fiir Diskussionen mit
metamorphen Petrologen, ist 1 kb = 100 MPa.

Komponenten der SDCII’II’IUI’Z,Q
Mit einem infinitesimal kleinen Wiirfel konnen wir die Korperkrifte gegeniiber den
Oberfldchenkriften vernachldssigen. Demzufolge sind die Korperkrifte mit sich selbst im
Gleichgewicht. Dann kdnnen wir den drei-dimensionalen Spannungszustand in einem Punkt (d.h.
in einem unendlich kleinen Wiirfel; state of stress at a point) betrachten. Da die Spannung ohne eine
Angabe iiber die Ebene, auf welche die Spannung wirkt, nicht bestimmt werden kann, miissen sowohl
die Richtung der Kraft als auch die Orientierung der Wiirfelebene berticksichtigt werden.
Die Kraft (und die Zugvektoren) an jeder Einheitsfliche des Wiirfels kann in drei orthogonale
Komponenten zerlegt werden, eine normal zur Fliche (Normalkraft) und zwei parallel zur Flache
(Scherkriéfte). Genauso konnen die Spannungen auf den Flichen eines infinitesimal kleinen
Einheitswiirfels in drei Normalspannungen (normal stresses) senkrecht zu den Flachen und dreimal
zwei Scherspannungen (shear stresses) parallel zu den Kanten aufgeteilt werden, wobei jede
Scherspannung parallel zu jeder gleichrangigen Richtung der Fldche ist.
- Der Normalspannung, die senkrecht zu einer Fldche {ibertragen wird, wird das Symbol ©
zugeordnet.
- Den Scherspannungen, die parallel zu einer Fliche iibertragen werden, wird das Symbol <
zugeordnet, obwohl oft ¢ in der Literatur verwendet wird.

Spannung in einem 'Punkt’ in einem kontinuierlichen Medium
Der Spannungszustand in einem Punkt ist drei-dimensional.
Es ist sinnvoll die Kanten des unendlich kleinen Wiirfels (die "Form" des Punktes) als ein System
von kartesischen Koordinaten zu verwenden (x; =x, x, =y, x3=z) und das Symbol &;; dazu zu

beniitzen, jene Spannungskomponente zu bezeichnen, die auf das Flichenpaar normal zu xj einwirkt
(um die Orientierung der Fldche zu identifizieren) und in Richtung xj wirkt (um die Richtung der
Zugkraft zu definieren). So kann man die Spannung auf einer Flache in drei Komponenten aufteilen:
oy ist die Komponente der Normalspannung auf den Flachen normal zu x;.
11, und 13 sind die zwei Komponenten der Scherspannung auf dem Fldchenpaar
normal zu x;, wobei eine jede entlang der anderen Koordinatenachsen x, und x5 wirkt.
Fiir jedes Flachenpaar gibt es eine Fliche, fiir welche die nach innen gerichtete Normalspannung, hier
positiv, entgegengesetzt der Normalspannung ist, welche auf die andere Fldache wirkt. Das gleiche
gilt fiir die Flichen normal zu x, und x3, so dass insgesamt neun Spannungskomponenten fiir die
drei Flachen erhalten werden:

auf dem Flachenpaar normal zu x;: G11  Ti2 T3 Oxx Txy Txz
auf dem Flachenpaar normal zu x,: Gy Ta1  Tp3 oder GOy Ty Ty,
auf dem Flachenpaar normal zu x5: G33 T3] T3 On  Tx Ty

SFannungcn J'Pb—ZOZO



12

Z X, ¥ und z = Achsen
des orientierten
Koordinatensystems

Spannungszustand
in einem Kérperelement dargestellt
durch die Normal- () und Scherspannungen (1)

Beachten Sie, dass nur die Spannungen, die von der Aussenseite auf dem Wirfel
angewendet werden, gezeichnet sind. Spannungen, die das innere Medium an
seiner Aussenseite erfahrt, sollten innerhalb des Wiirfels gezeichnet werden.

Diese werden so geschrieben dass, alle Komponenten, die in einer Ebene wirken, in einer Zeile
stehen, und dass alle Komponenten, die in dieselbe Richtung wirken, in einer Spalte stehen. Mit dem
Symbol © statt T, konnen diese wie folgt beschriftet werden:

611 O12 O13

621 OG22 023

G631 0O32 033
Diese geometrische Anordnung entspricht dem urspriinglichen Set der Koeffizienten, die eine
Spannungsmatrix (stress matrix) bilden:

O11 S12 913

G221 ©O22 023 (1)

031 032 033

Eine Matrix, welche die gleiche Anzahl von Reihen und Spalten hat, nennt man eine quadratische
Matrix. Wir kénnen zusammenfassend diese Matrix von Koeffizienten als T oder o oder als oj;

bezeichnen und jedes Element identifizieren als:
O11 ©O12 O13
Ojj =| 0621 ©O22 023
631 0©32 033

Diese Gruppierung der neun Spannungskomponenten ist der Spannungstensor (stress tensor).
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Zur Erinnerung: Mathematische Definitionen; Uber was reden wir?

Skalar: ist eine Grosse mit einer Magnitude (d.h. eine reelle Zahl, wie z. B. fiir Masse, Temperatur,
Zeit).

Vektor: ist ein geometrisches Objekt mit einer Grosse und einer Richtung (z. B. Kraft,
Geschwindigkeit, Beschleunigung).

Tensor: ist eine mathematische Struktur mit einer Grosse und zwei Richtungen (zwei Vektoren), ein
Vektor (der Einheitsvektor) gibt die Aktionsebene (z. B. Durchldssigkeit, Belastung, Stress)
an.

Der Spannungstensor stellt alle mdglichen Zugvektoren an einem Punkt dar, unabhingig im Hinblick
auf die Orientierung der Fliche (normaler Einheitsvektor). Zusammenfassend wird der
Spannungszustand an einem Punkt mit neun Komponenten beschrieben. Genauer gesagt ist es ein
symmetrischer Tensor, da die sechs Nicht-Diagonalkomponenten austauschbar sind; es ist ein Tensor
zweiter Stufe, da er mit zwei Richtungen in Zusammenhang steht. Dementsprechend haben die
Spannungskomponenten zwei tiefgestellte Indizes, wobei gleichgiiltig und unabhingig gilti=1, 2, 3
und j = 1, 2, 3. Die Indizes i und j bezeichnen den Reihen- und Spaltestandort eines Elements. Die
Diagonalelemente G;-; sind die Normalspannungen und die nicht diagonalen Elemente ojy;

entsprechen den Scherspannungen.

Wenn der elementare Wiirfel nicht rotiert (Gleichgewichtsbedingung, keine Winkelbeschleunigung
und keine Volumenkraft), heben sich zwei Scherkomponenten jeweils auf den senkrechten
Wiirfelebenen gegenseitig auf: d.h. die Drehmomente (torques) um jede Achse miissen null sein:

Cip =021
G23=60632
G631 =013

Zur Erinnerung:
FEin Drehmoment ist das Produkt aus dem Kraftvektor und dem senkrechten Abstand
zwischen der Mitte der Masse und der Kraft.

Da o} = 6j; (die tiefgestellten Indizes fir die Magnituden der Scherspannungen sind kommutativ)

ist die Spannungsmatrix symmetrisch:

G611 O12 O13
Gij =|S12 S22 023
613 G323 033

So reduzieren sich neun Komponenten der Spannungsmatrix zu sechs wahren, unabhédngigen
Spannungskomponenten in einem Punkt:

Normal Spannungen 011 (D) G133
Scherspannungen Gjp Gy3 O3

Deshalb sind fiir eine willkiirlich ausgewéhlte Serie orthogonaler Achsen x, y und z sechs
unabhdngige Quantitdten notig, um den Spannungszustand in einem Punkt vollstdndig zu bestimmen,
d.h. fiir jedes Oberflachenelement, das durch den Punkt fiihrt. Demgegeniiber benétigen Kréfte nur
drei Quantititen: in Bezug auf eine Fldche, die den Punkt beinhaltet, kann in Normal- und
Scherkomponenten aufgeteilt werden.

Die kubische Darstellung hilft einen wichtigen Unterschied zwischen Spannungen und Kréften
aufzuzeigen. Eine gerichtete Kraft kann in eine bestimmte Richtung wirken (sagen wir nach links),
doch diese Aussage hat keinen Sinn, wenn sie auf innere Spannungen angewandt wird. Eine
Spannungskomponente fiir eine Seite eines Flichenelements existiert nur im Zusammenhang mit
einer Komponente gleicher Intensitidt und entgegengesetzter Richtung fiir die gegeniiberliegende
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Seite. Dies gilt fiir Normal- und Scherspannungen. Deshalb kann eine Spannung in vertikaler
Richtung existieren, aber nicht nach oben oder unten.

Hauptspannungen
Selbst wenn sechs unabhingige Spannungsgrossen und beliebige Orientierungen den
Spannungstensor vereinfachen, bleibt die Anwendung dieser Formulierung ein wenig miihsam.
Gliicklicherweise kann diese Situation betrdchtlich vereinfacht werden. In einem homogenen
Spannungsfeld ist es immer mdglich, drei gemeinsame orthogonale Ebenen zu finden, die einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben, und die so orientiert sind, dass die Scherspannungen <
verschwinden (Null werden).

T2 =123 =131 =0

In diesem Fall bleiben nur die normalen Komponenten der Spannung iibrig und:

G611 O12 O3 cop 0 0
021 022 (523 erd O (522 0
03] O3 033 0 0 o33

Diese drei Ebenen ohne Scherspannung sind als Hauptspannungsebenen (principal planes of stress)
bekannt und sie schneiden sich entlang drei zueinander senkrechten Linien den sog. Hauptachsen
der Spannung oder einfach Hauptspannungsachsen (principal axes of stress) eines betrachteten
Punkts. Die Spannungskomponenten, die in Richtung dieser drei Achsen wirken, sind die

Hauptspannungen (principal stresses) o1, 65, und 633. Sie werden je nach Betrag mit o, o,
und o3, um eine Wiederholung der tiefgestellten Zeichen zu vermeiden, bezeichnet. Konvention ist,

dass oy >0, >0c3 ist. Dies entspricht den maximalen, intermediiren und minimalen
Hauptspannungswerten. Anders gesagt, die Hauptspannungen sind Normalspannungen, die auf
Flichen ohne Scherspannung wirken. Die Hauptspannungsachsen stimmen {iberein mit den
Hauptachsen des Spannungsellipsoids, welches weiter unten definiert wird.

Achtung: Vorzeichenkonvention!! In der Physik und im Ingenieurbereich ist die
Zugspannung, die dazu neigt, materielle Partikel auseinanderzuziehen, positiv und die
Kompressionsspannung, die dazu neigt, die materiellen Partikel zusammen zu driicken,
negativ. In der Geologie ist der Spannungszustand innerhalb der Erdkruste immer in
Kompression, auch in Extensionsbereichen, und darum ist es iiblich, die
Kompressionsspannung positiv und die Zugspannung negativ zu bezeichnen. Z.B. in
einer nicht-tektonischen Umgebung, wird die Spannung in jeder mdglichen Tiefe durch
die Uberbelastung erzeugt. Es ist eine zusammenpressende, vertikale Spannung, die einen
zusammenpressenden horizontalen Druck verursacht. Auch an der Erdoberfléche ist die
maximale Druckspannung gleich dem atmosphérischen Druck. Scherspannungen sind
positiv im Gegenuhrzeigersinn.

Wenn die Grdéssen und Richtungen der drei Hauptspannungen in einem Punkt bekannt sind, dann
konnen die Komponenten der Normal- und Scherspannungen auf jeder Fliche durch diesen Punkt
berechnet werden.

Der Spannungszustand in einem Punkt kann deshalb durch drei Hauptspannungen und drei
Richtungen (die Orientierung der drei Hauptspannungsachsen) vollstdndig beschrieben werden.
Stimmen die Achsen der Hauptspannungen nicht mit den Koordinatenachsen iiberein, so sind sechs
unabhingige Spannungskomponenten notwendig, um den Spannungszustand vollstindig zu
beschreiben.
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Terminologie der Spannungszustinde
Beispiele von speziellen Spannungszustdnden sind:

61=0,=0;03<0 Einachsige Dehnung

67,=03=0;0,>0 Einachsige Kompression

G, =0 Zweiachsige (ebene) Spannung

G| >0 >03 Allgemeine dreiachsige Spannung

G| =G) =0C3=Dp hydrostatischer Spannungszustand (hydrostatic

stress), die deviatorischen Spannungen sind null.

Wenn p < 0 (Dehnung) ist, wird der Spannungszustand als hydrostatische Dehnung (hydrostatic
tension) bezeichnet. Hydrostatische Spannungen verursachen Volumenidnderungen aber keine
Forménderungen im Material.

In der Geologie wird der lithostatische Druck (lithostatic pressure) oft dazu benutzt, den
hydrostatischen Druck in einer Tiefe z unter der Erdoberfliche zu beschreiben, durch das Gewicht
der Gesteine mit mittlerer Dichte p in der Gesteinssédule. Natiirlicherweise entspricht dies p gz wobei
g die Gravitationsbeschleunigung ist. Jedoch verlangt diese Aussage eine Einschriankung, weil sie
annimmt, dass der Spannungszustand in der Tiefe z wirklich hydrostatisch ist, aufgrund der
Relaxierung von allen Scherspannungen durch Kriechprozesse. Wenn der Spannungszustand nicht
hydrostatisch ist und man von einem Spannungszustand durch eine Gesteinssdule der Hohe z redet,
dann beschriebt man diesen gewdhnlich als:

VA
o] ® -[0 pg.dz
oy =03 =[Vv/(1-v)]o
wobei v die Poissonzahl (Poisson’s ratio) ist.
Mittelspannung

Die Mittelspannung (mean stress) G oder die hydrostatische Spannungskomponente p ist einfach
das arithmetische Mittel der drei Hauptspannungen:

6=p=(61+62 +G3)/3=Gii/3

Dieser Druck ist eine invariante Grosse und ist unabhéngig vom Koordinatensystem; er wird durch
das Gewicht der Uberlast (dem Umgebungsdruck) verursacht und ist charakterisiert durch gleiche
Spannungsgrdssen in alle Richtungen.

Erinnerung, grundlegende Terminologie:
In der Mathematik ist die Summe der Diagonalkomponenten eines Tensors, die sich bei der Drehung
des Koordinatensystems nicht dndert, die erste Invariante (first invariant).

In der Erde ist in typischer Wert ungefihr 30 MPa/km (d.h. ca. 3kbar/10km). Die
Durchschnittsspannung spezifiziert folglich das durchschnittliche Niveau der normalen Spannung,
die auf alle moglichen Storungsflaichen wirkt und den Reibungswiderstand auf Storungsflachen
regelt. Andernfalls kann die Durchschnittsspannung nur Volumeninderung produzieren, entweder
um es zu verringern, wenn die Mittelspannung eine Kompression ist, oder um es zu erweitern, wenn
die Mittelspannung eine Dehnung ist.

Deviatorische Spannung
Es ist schwierig Volumenénderungen in Gesteinen zu messen. Erkennbare Verformung entsteht aus
einer Deformation zusdtzlich zur Volumendnderung. Daher steht Verformung gewohnlich im
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Zusammenhang mit wie weit weg der Spannungszustand vom isotropen Zustand ist. Die
deviatorische Spannung (deviatoric stress) driickt diesen Unterschied aus, indem die
Mittelspannung vom allgemeinen Spannungstensor subtrahiert wird. Unter Beriicksichtigung, dass
jeder mogliche Spannungszustand als die Summe einer hydrostatischen Mittelspannung p und einer
deviatorischen Spannung betrachtet werden kann:

op o2 op| [p 0 0 s o o3
o031 62 023|=|0 p Of+joy s Op3
c3;1 63 o3| [0 0 pj [o31 O3 83
Da p die Mittelspannung ist, es folgt s; +s, +s3 = 0. Die zweite Matrix auf der rechten Seite ist der

Spannungsdeviator (stress deviator). Seine Komponenten sind die deviatorischen Spannungen
(deviatoric stresses). Der Spannungsdeviator (principal deviatoric stress) der Hauptspannungen
beinhaltet die Betrdge, um wieviel jede Hauptspannung von der Mittelspannung abweicht. Sie
bestimmen die effektive Scherspannung, welche die Intensitit des deviatorischen Anteils angibt:

1 l(2, 2, .2\, 2 2 2 /
Teff Z(Esijsijj Z[E(Sl +8Sy7 +83 )+023 +031 + 012

Die Aufspaltung in eine deviatorische Spannung s;; und in eine volumetrische Spannung §;;G, das
Standard Kronecker Delta verwendend, wird geschrieben:

Gjj =Ssjj + 6;0
und die Normalspannung im Verhéltnis zur Mittelspannung wird dann durch die deviatorische
Spannung beschrieben:

sjj = O — 040
Das Kronecker Delta ist eine mathematische Funktion, die als:

{0 for i #

0j; .
1 fori=]

y

definiert wird. Folglich:
811=027=0833=1
012 =013=0,1=0,3=031=03,=0
mit anderen Worten ist die Matrix:
311 812 93
321 By 93
831 93 033
Die Identitdtsmatrix:

S O
S = O
- o O
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In einfacheren Worten wenn 6| > 6, > o3 gilt, kann man sich vorstellen, dass zwei Komponenten
auf das Gestein einwirken:

- die Mittelspannung;: p= (611 + 0922 + 033 )/3

- und drei deviatorische Spannungen: S =011—-P
$2=0227P
$3=0337P

Bemerkungen:
- Eine Anderung des hydrostatischen Druckes wirkt ausschliesslich auf die Normalkomponenten

der Spannung, und lésst die Scherkomponenten unverdndert.
- Alle Scherspannungen sind deviatorisch.
- Die grosste deviatorische Hauptspannung s; wird immer positiv und die kleinste, s3, wird immer

negativ (oder gleich null, mit Kompression positiv); die deviatorische intermedidre Spannung ist
fast gleich wie die Mittelspannung. Die positive deviatorische Spannung neigt dazu, das Gestein
in die Richtung ihrer Einwirkung zu verkiirzen, wéhrend die negative (Zug-) deviatorische
Spannung in die Richtung der relativen Verlangerung wirkt. Beachten Sie, dass der deviatorische
Spannungstensor immer negative Komponenten enthalt.

- Als logische Folge hinterldsst nur die deviatorische Spannung dauerhafte Verformungen in
Gesteinen.

Differentialspannung
Die Differentialspannung o 4 ist die Differenz zwischen der grossten und kleinsten Hauptspannung:

64=(01-03)

Sie ist im Allgemeinen fiir die Deformation verantwortlich, und bleibt vom hydrostatischen Druck
unbeeinflusst. Thre Grosse, zusammen mit den Eigenschaften der deviatorischen Spannungen,
beeinflusst die Art und Menge der Deformation, die ein Korper erfiahrt. Die Differentialspannung ist
ein Skalar. Sie sollte nicht mit der deviatorischen Spannung, die ein Tensor ist, verwechselt werden.

Spannung, die auf einer vorgegebenen Ebene wirkt

Im folgenden Beispiel ist es wichtig sich zu merken, dass die Spannungswerte mit der Orientierung
und Intensitét der auferlegten Kraft variieren, und sie dndern sich auch, wenn der Wirkungsbereich
wechselt.

Eine Kraft F, die auf eine reale oder imaginére Fliche P wirkt, wird in eine Normal- (Fy) und eine

Scherkomponente ( Fg) aufgeteilt. Diese Komponenten werden definiert durch:
Fyn =Fcos6 und Fg =Fsin0 2)

Wir nehmen weiterhin an, dass der vorherig erwihnte kubische ,,Punkt* zur Fliche P gehort.

Wir zeichnen Schnitte eines Wiirfels bei dem die vertikale Kraft F auf die Oberseite des Wiirfels mit
der Fliche A wirkt. F liegt in der Zeichnungsebene. Wir ignorieren jene Spannung, die zu dieser
Schnittfliche orthogonal ist. Flaichen werden bei dieser Betrachtung auf die Lénge eines Segmentes
reduziert.

Per Definition ist die Spannung die Wirkung der Kraft pro Einheitsfliche, was man sich als Intensitat
der Kraft vorstellen kann. Die Spannung o auf eine Wiirfelfliche hat die Grosse:

Spannung = Kraft / (Flaiche des Wiirfels)
o=F/A

Durch den Wiirfel schneidet eine andere Ebene P, deren Normale mit einem Winkel 6 zu F steht.
Die Flache der Ebene P ist:
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PEtiche) = Wiirfelgrzcne) /c0s0
Ap = A/cosb 3)
Somit sind die Normalkomponenten der Kraft und der Spannung, die auf die Ebene P wirken:
Fy = Fcos 6 = Wiirfel pizche) 0 €080 = Ppische) Gcos> 0
und die Scherkomponenten 4)
Fg =Fsin0= Wﬁrfel(Flache) osinf = P(Fliche)© sin 0 cos O

Aus der allgemeinen Trigonometrie ist bekannt, dass:

sinfcosd=(sin20) / 2

Der Wiirfel ist so beschaffen, dass Ap = Einheitsfldche = 1. Deshalb sind die Grossen der Normal-
und Scherkomponenten der Spannung < auf der P-Fliche:

on = Fy/Ap =(F/A)cos® 6 =ccos” 6

und (5)
og =Fg/Ap =(F/A)sin6cos0 =(c/2)sin 20

\ \ F
F -t
\\ \\ o A
\ \
\ 6 \ 0
(S v
v Kraft v Spannung
A\ \
| A = Fléche ' A=Y Einheitsflache
|
| \
Fy=F -
N’ cosb P-Flache oN = © COSO
— L

|
[
o P-Flache
|
[

P-Flache =

F=Ac
Fn = Fcost = Accost = (P-Fléche)ocos?0
Fg = Fsind = Aocsind = (P-Flache)osinbcost

A
cosb

Ein Vergleich der Gleichungen (2) und (5) zeigt, dass die Spannungen nicht als Vektoren betrachtet
werden konnen, wie wenn sie Krifte wéren.

Typischerweise liegt jedes Gestein unter einem triaxialen Spannungsfeld; die Hauptspannungen sind
o1, cound 63 mit 6| = 65 > G3.

Erinnerung: In der Geologie ist Kompressionsspannung positiv und die Zugspannung
negativ. In der Physik und im Ingenieurbereich ist die Zugspannung positiv und die
Kompressionsspannung negativ.
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Aus praktischen Griinden kann man eine beliebige Flache P im Korper nehmen, parallel zu o, , die
wiederum parallel zur horizontalen x-Achse der kartesischen Koordinaten ist. Der Winkel 0 zwischen
der Linie normal zu P und der vertikalen o (parallel zur z-Koordinatenachse) ist auch der Winkel
zwischen der Fliche P und 3. Man betrachtet das Problem durch einen zweidimensionalen
Spannungszustand. So vernachldssigt man o, und beriicksichtigt nur die zwei-dimensionale
Hauptflache (01,03). Diese Vereinfachung ist konsistent mit der Aussage, dass der Unterschied
zwischen o und o3 die Verformung bestimmt, wihrend ¢, nur wenig Einfluss hat, und in erster

Naherung vernachldssigt werden kann. Linien in dieser (01,03) Flache reprédsentieren Spuren von

Flachen senkrecht zu dieser Flache und parallel zu &, .
Deshalb kann man aufgrund von Gleichung (5) schreiben, dass die Spannungskomponenten von o
die folgenden sind:

2
G|N =0jcos” 0
G| =01 sinOcosO
o3 steht im rechten Winkel zu ;. Die gleiche trigonometrische Beziehung 10st 3 in ihre
Komponenten auf:
. 2
O33N = O3SIn 0
G35 =03sinOcosO

Sind o; wund o3 die Hauptspannungen, ergeben sich fiir die Normal- und
Scherspannungskomponenten auf einer Fliche, deren Normale einen Winkel 0 mit o, bildet,
folgende Beziehungen:

oN =0} cos” 0 + G3 sin” 0

og =sin@cosO(c; —o3)

Aus der allgemeinen Trigonometrie weiss man auch, dass:

cos2 0= cos20+1
2
Gin2 0= 1- c;)s29

die man in die vorangehende Gleichung einsetzen kann, um die normale Spannungskomponente zu
schreiben:

und vereinfachen zu:
_O1+03, c0s20(c] —03)
2 2

Die Scherspannungskomponente ist dann:

ON

og = %sin 29—%sin 20

Og :%sin 29(01 —03)
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Wenn o und o3 die Hauptspannungen sind, lauten die Gleichungen fiir die normale Spannung und
die Scherspannung durch eine Fliche, deren Normale mit dem Winkel 8 zu o, geneigt ist:

B (o1 +G3)+(Gl —63)cos 26

(0} =
N 2 2
(6)
(o1 —03)sin26
Cg =
2
Beachte, dass (6) zu (5) wird, wenn o5 null ist.
\\\ o1 ) FN \\ 51
\ 91N =5 Fiache) \
\\ e _ FS A QJ _

- 18~ (P-Flache) v

v L
-
O35 = O3 s\lpecose/

Cs

/013 = &4 sinBcosH
N

\
\
\
\
\
\

_ 9 + 03 + COS29(G1 - 03)

Og = % Sin29(01- 03)

ON 2 2

Diese Gleichungen demonstrieren, dass fiir Ebenen maximaler Scherspannung 6 g, mit 26=90°
gilt. Das heisst, die Ebenen maximaler Scherspannung sind 45° zu den Hauptnormalspannungen
o und o3 geneigt.

In allen Fillen, in denen o) =6, =63 gibt es nur zwei Flichen mit maximaler Scherspannung und
diese schneiden sich in o,. Auch fiir den dreidimensionalen Fall beobachtet man die fiir das
Materialversagen wichtige maximale Scherspannung an jenen Ebenen, die mit 6; bzw. 63 einen
Winkel von ungefdhr 45° einschliessen und in der o©,-Achse zum Schnitt kommen. Bei
Triaxialversuchen (die drei Hauptspannungen haben Magnituden ungleich Null) bilden Scherbriiche

Winkel von weniger als 45° zur Hauptspannungsachse ;. Wo paarweise Verwerfungsflichen
entstehen, die mehr oder weniger gleichzeitig entstanden sind und die beiden begiinstigten
Scherflichensysteme repriasentieren, spricht man von Kkonjugierten Briichen. Konjugierte
Verwerfungen kreuzen sich auf einer Linie, die parallel zur intermediéren Hauptspannungsachse o,

verlauft. Die kompressiven Normalspannungen auf diesen Fliachen tendieren dazu, Gleiten auf diesen
Flachen zu verhindern; Scherspannungen auf diesen Fldchen begiinstigen Gleiten.

In der speziellen Situation, in der 6, = 63 oder 6; =, gilt, gibt es eine unendliche Anzahl solcher
Fliachen, die 45° gegeniiber o; oder o3 geneigt sind.

In allen Fillen hat die maximale Scherspannung die Werte (Gl —03)/2.
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Durch Gleichung (6) kann man auch sehen, dass es fiir jeden Spannungszustand mit 6; und G5

Oberflachen gibt, auf denen keine Scherkrifte wirken. Diese Eigenschaft werden wir benutzen, um
die Richtungen der Hauptspannungen zu definieren.

Beziehung zwischen Normalspannung und Scherspannung: Mohr’scher Kreis
Die Hauptspannungen sind diejenigen, die orthogonal zu drei gegenseitig orthogonalen Ebenen
wirken. Die Scherspannungen auf diesen drei Ebenen gehen gegen Null. Zwischen diesen speziellen
Orientierungen variieren die Normal- und Scherspannungen regelméssig in Bezug auf den
Rotationswinkel 6. Wie sind die Normal- und Scherspannungskomponenten mit der Richtung
verbunden?

Orientierung der Hauptspannungen Spannungskomponente
G1 YA YA
Cyy
A/BJ G Tyx
Txy1
A . &_L
X X

Tyx

_ Spannungen auf einem viereckigen Punkt
im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem

Analytische Darstellung
Umstellen von oy in Gleichungen (6) und quadrieren beider Gleichungen ergibt:

Lon =(1/2)(oy +G3)]2 =[(1/2)(o - 03) ] " cos 20

(7)
o3 = [(1/2)(01 ~- 03 )} *sin? 20
Beide Gleichungen (7) ergeben, wenn addiert:

[GN —(1/2)(o1 + 03 )]2+ 0% = [(1/2)(01 -3 )]2(0052 20+sin? 26)

und da fur alle Winkel cos2+ sin2 =1 erhéilt man:
2
[GN —(1/2)(01 +03 )] +G§ = [(1/2)(01 — 03 )]2

worin man die Struktur einer Standardgleichung fiir einen Kreis erkennt, gegeben in der
Koordinatenebene (x,y) mit dem Mittelpunkt bei (h,k) und Radius r:

(X—h)2+(y—k)2= r?

mitx =cy, y=0og und k=0.

Dies flihrt zu einer zwei-dimensional brauchbaren Darstellung der Spannungsgleichungen, bekannt
als Mohr Diagramm.
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Der Radius des Spannungskreises ist (%j

Der Mittelpunkt des Spannungskreises auf der o Achse liegt bei (%]

Zyklischer Austausch der Tiefzeichen erzeugt zwei andere Kreise fiir die anderen zwei
Hauptdruckunterschiede, (65 —03) und (67 -0;).

Graphische Darstellung
Die Gleichungen (6) beschreiben einen kreisformigen Ort vom Paar oy und og (Normal- bzw.
Scherspannung), die auf Fldchen beliebiger Orientierung innerhalb eines Korpers, mit bekannten
Werten von o; und o3 ausgesetzt ist, wirken. In anderen Worten, fiir einen gegebenen

Spannungszustand o; und o3 und eine gegebene Orientierung der betrachteten Ebene, werden die
Normal- und Scherpannungen oy und og durch einen Punkt auf dem Mohr‘schen Kreis
reprisentiert.

Spannung in zwei Dimensionen (ebene Spannung)
Fiir eine zweidimensionale Spannung kdnnen die Normal- und Scherspannung entlang zweier

orthogonal, skalierter Koordinatenachsen geplottet werden, mit der Normalspannung oy entlang der

Abszisse (horizontale x-Achse) und der Scherspannung cg entlang der Ordinate (vertikale y-Achse).

- Diese Achsen haben keine geographische Orientierung aber beide Achsen haben eine positive
und eine negative Richtung.

- Konventionsgemédss 1ist die rechte Seite des Diagramms positiv fiir kompressive
Normalspannungen. Scherspannungen mit einer Richtung im Gegenuhrzeigersinn (konsistent mit
dem trigonometrischen Sinn) werden als positiv betrachtet und iiber der Abszisse geplottet.

hT = 0g Darstellung der wichtigen Spannungskomponenten
im Mohr'schen Kreis

Scherflache

Mittelpunkt
= -o
123 - Halfte der Differentialspannung

mittlere Spannung 2
= 2193 A 2 Winkel
2 zwischen der Scherfléche und 63 ON

(o]
3 Durchmesser
01-_63

Differentialspannung

mittlere Spannung = hydrostatische Komponente, die Volumen&nderung erzeugt.
deviatorische Spannung = nicht-hydrostatische Komponente, die die Deformation produziert.
Differentialspannung = je grosser diese Komponente ist, desto grosser ist das Potential

der Deformation.
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1) Die Hauptspannungen o; und o3 eines gegebenen Spannungszustandes sind per Definition

normale Spannungskomponenten; sie werden beide entlang der Abszisse mit einem Abstand
vom Ursprung, der ihrem Wert entspricht, aufgetragen.

2) Ein Kreis mit Durchmesser (o1-03) und Mittelpunkt C=[ (o} +03)/2] wird durch die

Punkte o; und o3 konstruiert. Die maximale Hauptspannung o; befindet sich am rechten
Ende des Kreises, die minimale Hauptspannung 63 am linken Ende des Kreises.

Ebene senkrecht zu o5 Zweidimensionale Darstellung der

Normal- und Scherspannungen
o auf der Flache P

n

_-PFlache senkrecht zur
Hauptebene (c403)

o3
———————————— — g - f———— -
N
\T=0g graphische Darstellung (Mohr'scher Kreis) der Variation

von Normal- und Scherspannungen
in einem Punkt der Flache P

193 sin2e
2

ON

G1+ 03 : G- 03

S17 % c0s260
2

Der Kreisumfang bildet den geometrischen Ort aller moglichen Wertepaare von oy und og. Deshalb

hat jeder Punkt P auf dem Kreis Koordinaten (GN,GS) wobel oy und ogdurch (6) gegeben sind
SFannunggn Jpp-2020
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und 26 der Winkel zwischen der oy Achse und der Linie PC ist, gemessen im Gegenuhrzeigersinn
(trigonometrisch) vom rechten Ende der oy Achse. Demnach, geben die Koordinaten eines Punktes
P auf dem Kreis die Normalspannung oy (entlang der Abszisse) und die Scherspannung cg (entlang
der Ordinate) auf einer Fldche, deren Normale (ACHTUNG: nicht die Fldche selbst) mit 6 zu o,

geneigt ist. Aus einfachen geometrischen Griinden ist 6 auch der Winkel zwischen der Bruchflache
und der geringsten Spannung 3. Der 2P -Winkel, der im Uhrzeigersinn von o3 zum PC-Radius

gemessen wird, ist zweimal der Winkel zwischen o, und der tatsichlichen Scherfléche.
Diese Konstruktion kann auch benutzt werden, um &}, 63 und 6 zu bestimmen, wenn oy und Gg

auf zwei orthogonalen Flidchen gegeben sind. Da die Winkel in diesem grafischen Format verdoppelt
werden, ist der Punkt, der die Ebene orthogonal zu P darstellt, zum P-Punkt diametral
entgegengesetzt. Der Mohrkreis kann mit Hilfe dieser zwei Punkte, verbunden durch einen
Durchmesser, der die horizontale Achse in der Mitte C schneidet, konstruiert werden.

Das Mohr Diagramm erlaubt, dass Normal- und Scherspannungsgrdssen von verschieden orientierten
Flachen zusammen geplottet werden konnen. Es zeigt auch, dass:

- die Punkte auf dem Kreis (d.h. die Neigung der Flichen) entlang welchen fiir einen gegebenen

Spannungszustand die Scherspannung g am grossten ist, Werten mit 6 =+45° entsprechen.

- die maximale Spannungsdifferenz (01 - 03) bestimmt den Wert der grossten Scherspannung og

weil die Differentialspannung, die dem Durchmesser des Mohrkreises entspricht, zweimal die
maximale Scherspannung (der vertikale Radius des Kreises) ist. Der Radius bleibt gleich gross,
ungeachtet der Koordinatenorientierung. Er ist die zweite Invariante (second invariant) des
zweidimensionalen Spannungstensors.

Ubung
Zeichnen Sie ein Mohr Diagramm der folgenden Spannungszustinde. hydrostatisch,

einachsig, dreiachsig.

Spannung in drei Dimensionen
Die Mohr’sche Konstruktion wird auch bei dreidimensionalen Spannungszustinden angewandt. In

diesem Fall hat das Diagramm drei Kreise, zwei kleine Kreise (01,0, ) und (02,03) sind tangent an
G,, innerhalb des dritten, grosseren (61,(53) Kreis dessen linkes Ende o3 ist. Die drei

Diagonalkomponenten o, 6, und o3 des Spannungstensors sind die Normalspannungen, die
entlang der horizontalen Achse geplottet werden; nicht-diagonale Komponenten sind die
Scherspannungen, die entlang der vertikalen Achse geplottet werden. Alle mdglichen (GN,GS)-

Punkte fallen auf den grossen (o1,63) Mohrkreis oder zwischen diesen und den (01,05 )- und

(65,03 ) -Mohrkreisen. Der Diagrammbereich zwischen diesen drei Kreisen ist der Ort von

Spannungen auf Flidchen aller Orientierungen in drei Dimensionen.
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T=0g graphische Darstellung (Mohr'scher Kreis) eines
dreidimensionalen Spannungszustands

ON

G1+ O3 . G1{- 03
2 : 2

Mohr-Diagramme werden ausgiebig fiir Diskussionen iiber das Zerbrechen von Gesteinen benutzt
weil sie graphisch die Variationen der Spannung mit der Richtung darstellen, und ermdglichen die
Spannung auf bekannten schwachen Fldachen zu finden.

Wirkung des Porenfliissigkeitsdrucks
Der Fliissigkeitsdruck (fluid pressure) ist jener Druck, der durch Fliissigkeiten, die in den Briichen
und Poren des Gesteins vorhanden sind, ausgeiibt wird oder in diesen herrscht.

Fliissigkeitsdruck
Gesteine in Krustentiefen von mehreren Kilometern haben gewdhnlich entweder eine intergranulare
oder eine Bruchporositit, aufgrund der eine Fliissigkeitssdule bis hin zur Oberfldche existieren kann.
Wenn das Fluidreservoir im statischen Gleichgewicht ist, wird der Fliissigkeitsdruck Py angenéhert

mit:
Pe=p(r) gz

wobei p(r) die Fliissigkeitsdichte, g die Gravitationsbeschleunigung und z die Tiefe sind. Dies ist der

hydrostatische Druck (hydrostatic pressure), der sich vom lithostatischen Druck unterscheidet
(Gewicht der Gesteine in der gleichen Tiefe).

Ubung
Berechnen Sie die Steigung des hydrostatischen Drucks fiir eine Sdule von reinem

Wasser, und die des lithostatischen Drucks.

In der Praxis sind die gemessenen Fliissigkeitsdriicke gelegentlich weniger, aber sehr oft grosser als
der Betrag des normalen hydrostatischen Drucks. Fliissigkeiten mit Uberdruck werden einem oder
mehreren Mechanismen zugeschrieben, wie der Kompaktion von Sedimenten, der diagenetischen /
metamorphen Dehydratisierung von Mineralien oder artesischer Zirkulation. Tektonische
Spannungen in aktiven Gebieten konnen auch den interstitialen (Rdume zwischen Kristallen)
Wasserdruck erhohen. Kohlendioxid, abgegeben vom Mantel oder anderen Quellen, ist ein Fluid mit
iiblicherweise anormalem Druck.
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Effektive Spannung
Das gesamte Spannungsfeld (fotal stress field) in einem pordsen Gestein kann durch Normal- und
Scherkomponenten einer Fliche spezifiziert werden. Das Gestein und die dazwischenliegende
Fliissigkeit machen zusammen die gesamten Normalspannungs- und Scherspannungskomponenten
aus. Der Tensor der Gesamtspannungen (Gleichung 1) driickt das gesamte Spannungsfeld aus:

G611 O12 913
G21 O22 023
631 O3 033

in dem die Spannungen aufgrund der Fliissigkeit ebenfalls neun Komponenten haben:

P11 P12 P13
P21 P22 P23
P31 P32 P33
wobei:
Pii =Pj; =P
pij = pji = 0
da die normalen (hydrostatischen) Driicke in allen Richtungen gleich sind und Scherspannungen der
Fliissigkeiten vernachlissigt werden, da sie viel kleiner als die im Feststoff sind. Daraus ergibt sich

eine quadratische, isotrope Matrix, die nur Werte die entlang der Diagonalen ungleich null sind,
enthalt:

S O o
S T O
T O O

Die effektive Spannung (effective stress) ist der Unterschied zwischen der Gesamtspannung und
dem Flussigkeitsdruck Py =p:

Oeff =Otot~ Pt

Die effektiven Hauptspannungen cleff, Ggff und cgff betreffen nur den festen Teil des pordsen

Mediums.

Anderung des Umgebungsdruckes
Enthélt ein Material Fliissigkeit unter einem Druck Pg, wirkt dieser Druck gleichmissig in alle
Hauptspannungsrichtungen einer angewandten Last entgegen. Deswegen werden die Werte aller
Normalspannungen auf irgendeiner Fliche um den Wert des Porendrucks Py reduziert. Die Werte
aller Scherspannungen bleiben gleich, was zeigt, dass diese von den hydrostatischen Komponenten
unabhingig sind. In Gesteinen entspricht dies der Verringerung/Verkleinerung des
Umgebungsdruckes.
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\T=0g Darstellung des Einflusses vom Porendruck P
im Mohr'schen Kreis

- P,r
Radius
oo . deviatorische
Igurc*hmesser o1+ 03 Spannung
S i 2 on
o3 ? o3 ij < Pf Gq

g

-— Differentialspannung—— o1— o3

A

-
Mittelpunkt ..
mittlere Spannung = 61263 Ps= C’1233

ein hoher Porendruck reduziert alle Normalspannungen

Die effektive Mittelspannung (effective mean stress) ist die Differenz zwischen der Mittelspannung
und dem Fliissigkeitsdruck:

Gleff “’Sff “’gff _01+02+03

3 3
Bezogen auf den Mohr’schen Kreis, versetzt ein Wechsel der gesamten Normalspannung (01 + 03)

Oeff = —Pr=c6-p

den Kreis entlang der Abszisse um den Wert P, ohne dabei seinen Durchmesser zu veridndern, d.h.
der Kreis wandert nach links, in Richtung zu den kleineren Werten der Normalspannung und behélt
seine Grosse bei. Bei einer Abnahme des Porendruckes wiirde sich der Kreis nach rechts bewegen.

Spannungsellipsoid

Das Spannungsellipsoid ist eine graphische Methode, die sechs Parameter des Spannungstensors
darzustellen:

- die drei Intensititen der Hauptspannungen;

- die drei zueinander senkrechten Richtungen der Hauptspannungen.

Die grosste und kleinste Hauptspannung stellen die Maxima und Minima aller
Oberflichenspannungen dar, die auf Flachen beliebiger Orientierung durch einen Punkt wirken.

Numerischer Ansatz in zwei Dimensionen
Das Spannungssystem wird zundchst auf eine Deformation in einer zweidimensionalen Fliche
beschrénkt.

Ubung
* Nehmen Sie einen Punkt O auf einer horizontalen Fldiche P.
Eine vertikale Spannung von 100 MPa und eine horizontale Spannung von 50 MPa
wirken in O.
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* Bestimmen Sie mit einem Taschenrechner und der unteren Skizze die Absolutwerte
der Spannungen auf Fldchen, die mit 5° Schritten gegeniiber O geneigt sind.

*  Machen Sie getrennte Berechnungen fiir die Normal-, Scher- und
Gesamtspannungen.

* Beschreiben Sie die Variation der Spannungsgrossen als Funktion ihrer
Orientierung.

\ 0‘1

per Definition

W= Arctan(g—ﬁ)

Y OA und OB sind unendlich kleine Langen

At

Q
<
<
XQT
<
os

Geometrische Beziehung zwischen den Komponenten des Spannungsvektors
und den Komponenten des Spannungstensors

Es entsteht eine Ellipse fiir die gesamte Spannung, die Spannungsellipse genannt wird, demzufolge
eine Reduktion des Spannungsellipsoids.

Wir kénnen uns die gleiche Ubung vorstellen:
- auf einer vertikalen Flidche, in der die vertikale Spannung 100 MPa betrdgt und die horizontale
Spannung einen intermedidren Wert von 75 MPa hat.
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- auf einer horizontalen Fliche, in der die Intensitéten der zwei zueinander senkrechten Spannungen
75 bzw. 50 MPa sind.
Die Kombination dieser drei Spannungsellipsen um O legt das Spannungsellipsoid fest.

Analytischer Ansatz
Wir betrachten nun die Komponenten 6 , 6y und o, einer Spannung ¢ die auf eine Flache P wirkt,

wobei die Koordinatenrichtungen in einem kartesischen Koordinatensystem durch Ox, Oy und Oz
(vertikal) gegeben sind.

1 = Vektorprodukt von
vy und vs

Gréssenordnung
n=1=vqvysind

Definition des Einheitsvektors n,
senkrecht zur Ebene, welche vi und v enthalt

Die Orientierung der P-Ebene ist durch den Normaleinheitsvektor n festgelegt. Die Richtung der
Linie OP, und damit die Richtung der Fliche P wird konventionell durch Polarkoordinaten
(spherical coordinates = Koordinaten, die Positionen auf einer Kugel beschreiben) von n
ausgedriickt:

n, =sin6.cos

n, =sin0.sin @ (8)

y
n, =cos6

Die Polarrichtungen sind gleich den Kosinusrichtungen {cos a; cos B3; cos 6} direkt ableitbar aus den
Winkeln zwischen der Flachennormalen und den Koordinatenachsen. Da n ein Einheitsvektor ist,
miissen diese Komponenten die Bedingung der Einheitslénge erfiillen:

nx2 + ny2 +nZ2 =1 9)

Jetzt betrachtet man einen unendlich kleinen Tetraeder, der begrenzt ist durch die Flache P und durch
jene drei anderen dreieckigen Flachen, welche die Koordinatenachsen enthalten. Die Flache schneidet
die Achsen Ox, Oy und Oz an den Punkten, X, Y und Z. Das Dreieck XOY ist die Projektion parallel
zu Oz der Deckfliche XYZ auf die xOy-Ebene. Die Grosse der XYZ-Flichenelemente ist:

(1/2).(Basis XY * Hohe ZH)
Die Grosse des XOY-Flachenelementes ist:
(1/2).(Basis XY * Hohe OH)

Das Verhiltnis zwischen den zwei Flachen ist gleich dem Verhiltnis OH/ZH, wobei OH und ZH die
beiden Seiten vom gleichen Dreieck sind, die einen rechten Winkel in O haben. Ein geometrischer
Autfbau innerhalb der Fliche ZOH zeigt, dass OH/ZH = cos0 =n,. Eine dhnliche Argumentation

zeigt, dass fiir die Projektion von XYZ auf die beiden anderen Koordinatenflachen, die
Proportionalitdtsfaktoren o (Projektion parallel zu Ox) und 3 (Projektion parallel zu Oy) resultieren.
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Kosinusrichtungen
Ny = SiN6.COS¢p = cosa
ny = sinb.sing = cosP
n; = coso

Y<

5w

Komponenten des Einheitsvektors n senkrecht zur P-Ebene,
die an P tangent zur Einheitssphare ist

Jetzt betrachten wir das nétige Kriftegleichgewicht im Tetraeder, das von der Fldche P und den drei
anderen dreieckigen Fldachen, welche die Koordinatenachsen enthalten, umschlossen wird. Kréfte, die
auf eine der Flache des Tetraeders wirken, werden in eine Normalkraft und in zwei Scherkrifte
zerlegt.

Dyx (ny Dy,
o, DO, Dy,
@, D, q)zy

Wir nehmen XYZ als Einheitsfldche auf der die angewandte Kraft F/1 gleich einem Druckvektor T
ist. Dessen Komponenten Ty, Ty und T, sind zu den Koordinatenachsen parallel. T wird dann durch

die einfache vektorielle Summe bestimmt, wobei die Kosinus-Richtungen die Vektorkomponenten
gewichten:

T =T cosa+T cosp+T, cos6 (10)
Diese drei Komponenten werden durch die Kraftbestandteile ausgeglichen, die in der gleichen
Richtung auf die drei anderen Flachen wirken. Zum Beispiel:

(area=1)Ty = Dyy + Dyy + Dy (11)

Die Flachen der Koordinatenebenen, die in Bezug auf die XYZ-Einheitsfldche oben errechnet wurden
sind cosa, cosp und cos®. Per Definition sind Kraftkomponenten ®@j; gleich den

Spannungskomponenten G; und Scherkomponenten 7j; multipliziert mit der Grosse der Fléche, auf

die sie wirken. Deshalb kann man alle Kraftkomponenten schreiben als:
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Dyx =00y Pry =0 Tyy Dy, =0Ty
Dy =Poyy Dyx =Py Dy, =Py,
®,, =76, D,y =7 Tyx D,y =VTyy
Das Beispiel (10) wird:
Tx =NnyxOxx +NyTyx +0,T5 (12)

Die Abwesenheit von Rotation impliziert, dass Tj; = 7;;, und Gleichung (11) wird:

Ty =n04 +n +n,Ty, (13)

ytxy

Mit dhnlichen Gleichgewichtsargumenten entlang der anderen Richtungen, sind die
Koordinatenachsen des Spannungsvektors T in Bezug auf n:
Ty = oy ny + Txylly + Ty My

Ty = tyx iy +CyyNy +Ty,0,

T, =1,n,+ Toylly +G4,0,

Diese 3 linearen Gleichungen werden in Matrixdarstellung geschrieben:

Ty Oxx Txy Txz ||ng
Ty Tyx  Oyy  Tyz || Dy (14)
1, Tzx Tzy Ozz |0z

Die 3 x 3 Spannungsmatrix, die linear jeden Spaltenvektor n in einen anderen Spaltenvektor T
umwandelt, ist ein Spannungstensor (stress tensor) zweiter Stufe. Er verbindet jede mogliche
gegebene Flache mit ihrem dazugehorigen Spannungsvektor, und wird in einer verkiirzten Art als
Cauchy’s Formel geschrieben:

O; = Gij n _]
Die Magie dieser Formel: Multipliziert man den als einfache Matrix behandelten Spannungstensor
mit einem Einheitsvektor n i der normal zu einer bestimmten Ebene ist, erhdlt man die Zugkraft, die

auf diese Ebene wirkt.

Erinnern Sie sich: Wenn A und B zwei rechteckige Reihen von Variablen sind, wird ihr Produkt C
definiert als:
C=A.B
Wobei das Element ¢;; von C errechnet wird durch Multiplikation der i"" Reihen von A mit der j*"
Spalte von B und die einzelnen Elemente summiert:
%j=%ambm

AB ist definiert nur wenn die Breite (Spaltenzahl) von A gleich der Hohe (Zahl von Reihen) von B
ist und wenn AB#BA ist. Ausserdem bedeutet AB=0 nicht, dass entweder A oder B eine null Matrix
ist.

Diese geometrische Parallelogrammkonstruktion und Gleichung (13) zeigen, dass die
Normalspannung o entlang der Fliche mit der Normalen n gegeben ist durch:

T.n=Tyny + Tyny + Tyn,

_ 2 2 2
G =nyCy +NyG, +n

yOy ZGZ+2(n n,Ty, +NyN,T,, +0,0,7T ) (15)

yiz'tyz XZ'Xy
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wihrend die zugehorige Scherspannung:

’[72=T2—62

betragt.
Wir sind daran interessiert, die geometrische Darstellung der Spannungsénderung mit der Richtung
zu finden. Die Theorie kann am besten fiir ein zwei dimensionales Spannungssystem gezeigt werden,

wobei der Winkel xOP = 0. Dann gilt ny =cos0, ny =sinf und n, =0. Gleichung (9) wird zu:

G =0y c0s> 0 + o sin’ 0+214ysinBcosO

y
In der vertikalen Fldche xOP, mit ¢ parallel zur horizontalen Achse Ox, sind die einzigen Kréfte, die
auf das Tetraeder (Prisma in 2D) in Richtung Ox wirken o, * (Fliche von P) und o; * (Fliache von
x0z). Diese Krifte miissen im Tetraeder im Gleichgewicht sein, so dass:

o4 =0 (Fliche von xOz / Fliche von P)

Nachdem nun
Flache von xOz = n, * (Fliche von P),

(Flachen sind in 2D auf Linien projiziert) erhdlt man:

Ox =1x0j
und mit dhnlichen Argumenten

Gy = l’lsz

o, =1,03

Substituieren der Kosinusrichtungen aus (9) ergibt:
(GX2/612)+(Gy2/(522)+((5z2/(532)=1 (16)

Gleichung (16) ist die Gleichung eines Ellipsoids, das im Ursprung zentriert ist und dessen Achsen
parallel zu den Koordinatenachsen sind. Dieses Spannungsellipsoid (stress ellipsoid) ist eine
graphische Darstellung der Spannung.

01 =202 =203 Spannungsellipsoid

Oxx = 01
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Die Hauptachsen dieses Ellipsoids sind die Hauptachsen der Spannung (principal axes of stress),
die senkrechten Richtungen zu Flachen mit keiner Scherspannung sind. Die Richtung und Grosse
eines Radiusvektors des Spannungsellipsoids gibt eine komplette Darstellung der Spannung auf einer
Flache, die mit diesem Radiusvektor verbunden ist. Der Radiusvektor ist:

s= \/GX2 + 0y2 + 022

Beachte, dass i.A. die Fliche, die zu einem gegebenen Radiusvektor gehort, nicht normal zu diesem
ist.

Wegen der Symmetrie des Ellipsoids gibt es immer drei senkrechte Richtungen (die Hauptachsen)in
denen T und n dieselbe Richtung haben. Nun ist die Normalspannung (15) auf einer Fliche, deren

Normale den Richtungskosini {nx ; ny;nz} hat, gegeben durch:
c :nxzcl + ny2c52 + nz2c53
Die Grosse der Scherspannung auf dieser Flache ist:
1"=(0,-0, )2 nxznszr(csz-cs3 )2 ny2n22+(c53-cs1 )2 n’n’

Wenn diese Richtungen als Koordinatenachsen genommen werden, sind alle Scherkomponenten
gleich null. Der Spannungstensor (aus Gleichung 13) vereinfacht sich zu:

O] 0 0
T=]0 62 0
0 0 03

Spannungsellipsoid — Spannungstensor

Die numerisch erzeugte Ellipse stellt einen Abschnitt des Spannungstensors (stress tensor) mit einer
elliptischen Form in einer speziellen Hauptfliche dar. Der Spannungstensor ist kein einzelner Vektor.
Er bezieht die gesamte Ansammlung von Spannung ein, die an jeder Flache mit jeder denkbaren
Orientierung wirkt und einen bestimmten Punkt in einem Ko&rper, das Zentrum des Ellipsoids, zu
einer bestimmten Zeit durchliuft.

Um den Spannungstensor zu beschreiben, braucht man die Orientierung, Grosse und Form des
Spannungsellipsoids. Das wird gew6hnlich gemacht, indem man die Orientierung und Lénge der drei
Hauptachsen des Spannungsellipsoids bestimmt. Wenn man den Spannungstensor in jedem Punkt
innerhalb eines Korpers definieren kann, kann man das gesamte Spannungsfeld beschreiben, das die
gesamte Sammlung der Spannungstensoren ist. Diese Ubung ist ein fundamentaler Ansatz fiir die
Bestimmung der Beziehung zwischen Spannung und Verformung.

Spannungsfeld

Wenn Oberflachenkrifte auf einem beliebigen Korper wirken, variieren die resultierenden
Spannungen innerhalb des Korpers im Allgemeinen in Richtung und Intensitdt von Punkt zu Punkt.
Die Verteilung aller Spannungen in allen Punkten wird als das Spannungsfeld (stress field)
beschrieben. Das Spannungsfeld kann entweder als ein Satz von Spannungsellipsoiden oder als ihre
Spannungsachsen oder als Spannungstrajektorien beschrieben werden. Wenn Normal- und
Scherkomponenten in allen Punkten gleich sind, d.h. gleiche Magnitude und Orientierung haben, ist
das Spannungsfeld homogen. Ansonsten ist es inhomogen was in der Geologie haufig der Fall ist.
Die relative Gleichformigkeit der Spannungsorientierungen und der relativen Spannungsgrossen féllt
auf und ermdglicht eine Karte der regionalen Spannungsfelder zu zeichnen.

Schauen Sie sich dazu die World Stress Map an: http://dc-app3-14.gfz-potsdam.de/

SFannungcn J'Pb—ZOZO


http://dc-app3-14.gfz-potsdam.de/

34

Zwei oder mehr Spannungsfelder verschiedenen Ursprungs konnen sich iiberlagern. Dies ergibt ein
kombiniertes Spannungsfeld (combined stress field). Die Urspriinge der Spannungen sind vielfaltig
und infolgedessen verteilt sich die Spannung ungleich innerhalb der Erdlithosphére. Die grossten
Magnituden werden innerhalb oder nahe den Regionen erreicht, in denen die verursachenden Krifte
auftreten. Die Spannung vermindert sich graduell infolge der Elastizitdt und der Kriechenergie, die
bei Verformung verbraucht werden. Der Spannungsgradient (stress gradient) ist die Rate, mit der
sich die Spannung in eine bestimmte Richtung erhoht, zum Beispiel mit zunehmender Tiefe mit einem
normalen hydrostatischen Gradienten = 10 MPa/km und einem lithostatischen Uberlastgradienten
von 23 MPa/km. Kurven von gleichen Druckgrossen (Spannungskonturen) illustrieren solche
Gradienten. In der Lithosphdre ergeben sich Spannungen aus Kriften, die von Punkt zu Punkt
iibermittelt werden. Das Kennen der Grdsse und der Orientierung der Hauptspannungen an
irgendeinem Punkt ermdglichen die Berechnung der Normal- und Scherkomponenten auf jeder
moglichen Fliche, die durch diesen Punkt geht.

Spannungstrajektorien
In zwei Dimensionen, d.h. auf einer gegebenen Oberfliche (z.B. in einem Kartenbild) sind die
Spannungstrajektorien (stress trajectories) virtuelle Linien mit der Eigenschaft, dass die
Richtungen der Hauptachsen Tangenten zu diesen Linien in allen Punkten sind und die gleichen
Spannungsachsen an diesen Punkten verbinden. Z.B. bestimmt eine Gruppe von Linien die Richtung
der maximalen Hauptspannungen und die zweite, die der minimalen Hauptspannungen. Die beiden
Gruppen sind tiiberall rechtwinklig zueinander. Die einzelnen Trajektorien der Hauptspannungen
konnen gebogen sein, miissen sich aber in irgendeinem Punkt immer rechtwinklig schneiden. Deshalb
portrétieren die Spannungstrajektorien die Variation der Spannung innerhalb eines Korpers.
Benachbarte Trajektorien, die sich einander anndhern, zeigen Spannungskonzentration an.
Punkte, an denen die Hauptspannungen gleich sind, sind isotrope Punkte (isotropic points).
Verflochtene Trajektorien verbinden positive isotrope Punkte; trennende Trajektorien definieren
negative isotrope Punkte.
Punkte, an denen die Hauptspannungen alle null sind, sind einzigartige Punkte (singular points).

o3 . -

~  Spannungs-
-z konzentration

of ., L
" negativer | ...
"~ isotroper "’
Punkt

positiver -
isotroper
Punkt

Spannungstrajektorien in zwei Dimensionen

Gleitlinien
Kennen wir die Trajektorien der Hauptspannung, sind die moglichen Scherflichen in jedem Punkt
des Spannungsfeldes die Oberflichentangenten zur Richtung der maximalen Scherspannung an
diesen Punkten. Spuren von mdoglichen Scherflichen sind Gleitlinien (slip lines). In zwei
Dimensionen stellen zwei Sdtze von Linien Kurven von rechtsinnigen und linkssinnigen
Scherrichtungen dar. Sie laufen in Richtung zu den isotropen Punkten zusammen.
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Messen von Spannungen

Die Beweggriinde Spannungen zu messen, kamen aus der Ingenieurgeologie, Exploration und
aufgrund von geologischen Gefahren. Wenn Minen oder Bohrldcher gegraben oder ausgehoben
werden, werden die Spannungen, die vorher durch die jetzt weggenommenen Gesteine gestiitzt
wurden, sofort auf die umgebenden Gesteine libertragen. Die resultierende Spannungskonzentration
wird gut mit der elastischen Theorie erkldrt. Entlastung der Spannung ergibt die Verformung,
vorausgesetzt dass die elastischen Konstanten der intakten Gesteine bekannt sind.
Spannungsmessungen werden indirekt durch das Messen des Gesteinsverhaltens unter
Spannungseinfluss um Minen oder Bohrlocher vorgenommen.

Die zwei Hauptmethoden um in-situ Spannungen rund um Spannungskonzentrationen in
oberflichennahen Bohrléchern zu messen, sind Uberkernung (overcoring) und Hydraulische
Bruchbildung (hydrofracturing).

Elastische Verformung: Uberkernung und Ausbruch

Beim Uberkernen wird eine kleine ringformige Bohrung gebohrt in der ein Feindeformationsmesser
(Dehnungsmessstreifen) auf der Unterseite installiert wird. Nachfolgend wird eine tiefere, koaxiale
und ringférmige Bohrung, um und mit einem internen Radius kleiner als die erste Bohrung, gebohrt.
Dieses Verfahren befreit den Gesteinszylinder mit dem Messgerdt von regionalen Spannungen. Die
nachfolgende elastische Verformung des inneren kreisformigen Gesteinszylinders zu einem
elliptischen Zylinder definiert die Richtung der horizontalen Spannungen, wobei die lange Achse der
Ellipse parallel zur maximalen horizontalen Hauptspannung ist (grossere Entspannung entlang der
Richtung von maximaler Kompression). Diese Verformung kann in eine Spannungsgrosse
umgewandelt werden, wenn die elastischen Eigenschaften des Gesteins bekannt sind.
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Nach der Bohrung kann eine kreisformige Bohrung als Reaktion auf Belastungen in den umliegenden
Gesteinen elliptisch (Ausbruch) werden. Die Lingsachse der Ellipse liegt dabei parallel zur
minimalen horizontalen Spannung.

Hydraulische Rissbildung
Bei der hydraulischen Rissbildung (hydraulic fracturing) wird eine unter Druck gesetzte Fliissigkeit
in einen kurzen abgedichteten Teil einer Bohrung gepumpt. Der Injektionsdruck bei Rissbildung
(breakdown pressure) ist der Fliissigkeitsdruck, der erfordert wird, um Extensionsbruchbildung an
der Wand des Bohrlochs zu verursachen. Bruchbildung tritt auf, wenn dieser Druck gleich der

Dehnfestigkeit o1 des Gesteins ist, die der minimalen horizontalen effektiven Hauptspannung Gikl’eff

entspricht:

*
Oh,eff = —OT
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Das Konzept setzt voraus, dass eine Hauptspannung vertikal ist (Bedingung nahe der Oberfldache) und
mit dem vertikalen Bohrloch iibereinstimmt. Die Grosse der vertikalen Spannung oy ist offenbar das
Gewicht der dariiberliegenden Gesteine. Das Ziel ist, die Grossen der grosseren (GH) und kleineren

(on ) Hauptspannungen und ihre Orientierung in der Horizontalebene zu finden. Die hydraulische

Rissbildung nimmt an, dass sich die Risse senkrecht zur minimalen horizontalen Hauptspannung
bilden. Folglich gibt die Messung der Orientierung der geschaffenen hydraulischen Risse und des
Injektionsdrucks bei Rissbildung einen Hinweis zum Spannungstensor.

Jedoch kann man mit dieser Technik nicht die Richtungen der Hauptspannungsachsen berechnen.
Tatsdchlich hingt der Beginn der hydraulischen Rissbildung auch von den Druckregimen und von
der Orientierung des Bohrlochs ab.

Sobald die Einspritzung aufgehort hat, wird der Riss zu einem Durchgang vom gebohrten Reservoir
zum Bohrloch fiir Kohlenwasserstoffgas oder Wasser und erlaubt so eine erhohte Produktion. Die
hydraulische Rissbildung ist eine praktische Technik flir Kohlenwasserstoffforderung aus Reservoirs
mit einer niedrigen Permeabilitit.

Erdbebenlosungen
Die Achsen P (fiir die KomPrimierung, bewegt sich der Boden in Richtung der seismischen Station),
B und T (DilaTation, Bewegung weg von der seismischen Station) der im Erdbeben freigegebenen

elastischen Verformung, sind anndhernd gleich den aktiven Hauptspannungsrichtungen sj, $;

beziehungsweise s3, wenn ein Erdbeben mit der Verwerfungsbewegung tibereinstimmt (Vorlesung:

Bruchbildung). Das ist der Fall fiir eine nahezu optimale Orientierung der Verwerfung fiir die
Reaktivierung in Bezug auf das regionale Spannungsfeld.

representative Herdldsungsmechanismen

dh
\ %

Abschiebung Uberschiebung Blattverschiebung

Orientierung der Hauptspannungsachsen
(P Maximum, Kompression) T(Minimum, Extension) und B (intermedié&r)
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Heutiges Spannungsfeld
Die Ermittlung der Spannungen ist unvollstindig und spérlich. Resultate zeigen, dass der
Spannungszustand charakteristischerweise heterogen und in Ort und Zeit unvorhersehbar ist.
Extrapolationen von einzelnen Messpunkten bleiben sehr begrenzte Vereinfachungen des wirklichen
Zustandes, weil lokale Stérungen durch lokale geologische Eigenschaften bestimmt werden.
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World Stress Map Rel. 2008 Heidbach, O., Tingay, M., Barth, A., Reinecker, J., KurfeB, D., and Miiller, B., The World"Stféss Map

database release 2008 doi:10.1594/GFZ.WSM.Rel2008, 2008

Jedoch zeigen Messungssynthesen das Bestehen der bemerkenswert konstanten "Andersonian"
Spannungprovinzen, mit zwei der horizontalen Hauptspannungen und der vertikalen Spannung gleich
o (Extensionsregime), ¢, (Blattverschiebungsregime) oder 63 (Kompressionsregime).

Das herkommliche Auftreten von anthropogener Seismizitdt wihrend der Reservoirauffiillung und
von Erdbeben-ausgelosten Erdbeben schlidgt vor, dass die kontinentale Kruste global in einem
Zustand des Reibungsgleichgewichts ist.

Anwendung auf geologische Strukturen

Es ist sehr wenig iiber das Spannungsfeld bekannt, das in Gesteinen wihrend der Deformation
herrscht, obwohl es eines der obersten Ziele des Faches ist, diese Felder so genau wie moglich zu
beschreiben. Diese Liicke an Wissen resultiert teilweise aus der Komplexitdt der Spannungsfelder,
die in verformenden Korpern herrschen, aber hauptsidchlich aus einem allgemeinen Mangel an
Information tiber die mechanischen Eigenschaften von Gesteinen.
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Ebene normal zur verwerfungsflache

Flachennormale® Extensionsachse
i (um o4)

Kompressionsach

(um oy)
<

Theoretische
Kompressions- und
Extensionsachse einer Verwerfung

Die Anwendung von Normal- und Scherspannungen kann anhand zweier einfacher, geologischer
Beispiele gezeigt werden: die Spannung auf einer Storung und die Spannung auf einer Schichtflache,
die beide eine Biegegleitfaltung durchmachen, resultiert aus entgegengesetzten Druckkriften.
Klarerweise kann der Sinn des Storungsversatzes und der Gleitung auf der Schichtfldche vorhergesagt
werden, wenn die Richtung der Krifte bekannt ist und umgekehrt.

Zusammenfassung

Die kinematische Analyse identifiziert vier Deformationskomponenten:

- Translation (Anderung des Orts)

- Rotation (Anderung der Orientierung)

- Dilatation (Anderung der Grdsse) und

- Distorsion (Anderung der Form).

Spannung ist eine momentane Grosse, die als Kraft pro Flicheneinheit definiert ist. Die Spannungen
an einem Punkt sind die Komponenten des Spannungsvektors auf den drei Bezugsebenen.

Der Spannungstensor o;; ist eine mathematische Struktur, die die Kraft pro Flicheneinheit auf einer

orientierten Fliche des Korpers bezeichnet. Das erste Tiefzeichen gibt die Richtung der Kraft, und
das Zweite gibt die Flache des Wiirfels, auf der sie wirkt.

Es erfordert neun Zahlen und ein Koordinatensystem um diese Tensorquantitit zu definieren: Es ist
ein Tensor zweiter Stufe. Die neun Vektorkomponenten des Spannungstensors entsprechen den neun
Komponenten der Spannung. Die Spannungen konnen nicht durch Vektoraddition summiert werden.
Der Spannungszustand an einem Punkt wird durch die Grosse und die Richtungen von drei
Hauptspannungen oder von den Normal- und Scherspannungen auf einer Fliche mit bekannter
Richtung beschrieben. Dieser Spannungszustand an einem Punkt kann durch ein Ellipsoid dargestellt
werden, wobei die Lingen der Achsen durch die drei Hauptspannungen festgelegt werden. Diese drei
Hauptspannungen haben die folgenden Eigenschaften:

1) Sie sind orthogonal zueinander;

2) Sie sind senkrecht auf den Flachen ohne Scherspannung.

Das Mohr-Diagramm setzt eine materielle Fliche in Beziehung zu den Spannungspunkten. Der
Scherspannungszustand g auf Flichen mit unterschiedlichen Richtungen beschreibt einen Kreis,

der durch o; und o3 auf dem Mohr-Diagramm lduft. Die Magnitude und die Richtung der
Scherspannung o gegen die Normalspannung 6y konnen auf diesem graphisch dargestellt werden.

Die Spannungen in der Lithosphédre haben beides, tektonischen (Plattenbewegung, Vergraben /
Ausgraben, Magmaintrusion) und nicht-tektonischen, lokalen (thermische Expansion / Kontraktion,
Meteoriteneinschlag, Fliissigkeitskreisldufe) Ursprung. Die regionale Gleichformigkeit der natiirlich
beobachteten Spannungsfelder argumentiert fiir einen dominierenden tektonischen Ursprung. Die
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Differentialspannung steuert die Verformung. Das Verstéindnis der Spannungen ist deshalb wichtig,
um die Gesteinsverformung und die tektonischen Prozesse zu beschreiben, zu quantifizieren und
vorauszusagen.
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