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Finite Verformung durch Verschiebung

Verschiebung in zwei Dimensionen

XZA

Der wahre Bewegungsweg

X4, X 2) Der urspriingliche Punkt

Die Verschiebung kann auf zwei Arten beschrieben werden -
a) als Verschiebungvektor

Der Verschiebungsvektor verbindet die urspriingliche Lage eines Punktes (x;, X,) mit dem Endpunkt
(Xy, X»). Er entspricht nicht notwendigerweise dem wahren Bewegungsweg. Der Vektor hat zwei
Komponenten: u parallel zur x;-Achse und v parallel zu x,. Im allgemeinen sind u und v Funktionen
von X; und Xj.

u = Xl - X1 u= fl(xl’ X2)

v =Xp-Xp v =1f5(X1, Xp)
oder

Xl = X;+u

X2 = Xy +V

In Matrizen-Form

)76+ ()

z.B. wenn u und v lineare Funktionen von x1 und x; sind, gibt es:

(Xl) = Xl) + (u” ug) (Xl + kl
X X2 Uy Uyl \X2 ky
"Verschiebungsgradienten"

b) als Koordinatentransformation

dh. X,
Xs

fl (X 1 9X27t)
fr(x1,%2,1)



wenn diese lineare Funktionen sind, gibt es:

) -

wo es klar zu sehen ist, dass (a“

(311
a1

) ()

"Verformungsgradienten"

a1

1. Korpertranslation

u and v sind dann Konstanten.

Y;

A

)

ﬂ\

7;/‘

= 1+u11 uio
Us1 1+UZ2

Es gibt verschiedene Arten von Verschiebung:

("1"‘2)

(spatial)

die rdumlichen Koordinaten

=
X1

(material)
die materiellen Koordinaten

N\ = (Y u
(Xz) (Yz) * (V)
Die Verschiebungsvektoren fiir alle Punkte sind gleich. Weil wir oft in der Strukturgeologie keinen

Beweis fiir die Korpertranslation haben, arbeiten wir gewohnlicherweise nur mit den raumlichen
Koordinaten (z.B. in den folgenden Absitzen).

2. Korper Rotation

X2

A

(%,,%X,)

9Y1

NSM
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Die Korper-Rotation ldsst sich in 2 Dimensionen durch eine einfache Koordinatentransformation wie
folgt beschreiben:

Xy) = [cosQ -sin Q) X1
X5 sin Q  cos Qf \x;
oder voll ausgeschrieben :

X; = cosQ x; — sinQ Xy
Xy = sinQ x; + cosQ Xy
X1

X5 | -- urspriinglicher Zustand

X
(Xz) -- endlicher oder verformter Zustand

In diesem Fall hat Q keine Vorzeichenkonvention. Q entspricht dem Winkel zwischen den

verschiedenen positiven Richtungen der Achsen. Die normale Vorzeichenkonvention der Rotation ist wie
folgt festgelegt:

+ve -ve
Gegenuhrzeigersinn Uhrzeigersinn
3. Verzerrung
X2 X2
A A
(%, X,)
(Xq, X )
—> >
X X4

Wenn es keine Rotation gibt, ist die Matrize symmetrisch, d.h. ap1 = ajp

Das einfachste Beispiel ist wie oben, wo a1 =aj2 =0 und
Xl = f[a11 0 X1
X2 0 ti)) X9

NB. So lange die Verschiebungsschritten nicht infinitesimal klein werden, sind die
Verschiebungskomponenten nicht kommutativ, d.h. die Reihenfolge ist wichtig!
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Allgemeine homogene Verformung

Die Begriffsbestimmung: Nach der Verformung bleibt die Form der gleichen Elemente konstant, z.B.
alle gleichen Rechtecke werden zu gleichen Parallelogrammen abgebildet.
Daran folgt:
a) Gerade Linien bleiben gerade.
b) Alle urspriinglich parallelen Linien wechseln die Orientierung, aber sie bleiben
parallel.
c¢) Die Entfernung zwischen urspriinglich parallelen Linien mit gleichem Abstand
verdndert sich nach der Verformung, aber der neue Abstand ist wieder konstant.

X2 X2
A A (X{,X,)
(X4,X,)
—> —>>
X4 X
Allgemein gilt :
X) = aj X +apXxp

Xy = 231%X1 + aypXp

(Wichtig ! Fiir homogene Verformung sind die Gleichungen linear, d.h. alle 'a' Komponenten sind
Konstanten. )

oder in kurzer Tensor-Form
Xj = ajjXj  ajj sind Konstanten.
in Matrix-Form
(Xl) = (311 a123 (Xl)
X a1  ap) \x

oder X = Ax

Die L agrang’sche- und Euler’sche Beschreibung

Die Lagrang “sche Beschreibung gibt die Beziehung zwischen dem verformten und dem urspriinglichen
Zustand, ausgehend vom urspriinglichen Zustand, d.h. wie oben :

X =Ax
Die Euler ‘sche Beschreibung ist nur die Umkehrung, d.h. ausgehend vom verformten Zustand:

x =BX
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Multipliziere beide Seiten durch A

Ax = ABX aber Ax =X und darum muss
AB =1 sein (die Identitdtsmatrize, siche Anhang), d.h.
B = A-l

Die Euler“sche Form der Beschreibung ist fiir uns als Strukturgeologen oft die wichtigere Form, weil
wir normalerweise nur den verformten Zustand messen und von ihm aus auf die urspriingliche Form
zuriickrechnen kénnen.

Bestimmte Beispiele von homogener Verformung

A. Reine Scherung

X X
2 2
.T\ A
(%4,%X,)
(cxl,xz/c)
—> >

X1\ . c 0 X1
Xy 0 l/c Xp
Keine Rotation, das Volumen bleibt konstant.

B. Einfache Scherung

X2 X2
A A
(x,%,) ziztafl‘*’ (x,+x,tany, x,)
™~
Y
> -
X, X

() - (6 9

Sie wird oft geschrieben als:

X1 1 Y X1
X5 0 1 X mit Y = tan @
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4.Heterogene Verformung
)

A

(%,,%,)

Xl = fl (Xl, X2, t)
Xy = f(x, Xp, 1)
t : Zeit, nicht linear
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Figure 3.2. Experimental models of deformed circular markers. A and B are shear zones, C is a similar fold. See Questions 3.1

and 3.2,
K“MSGA 2 Wiber "’83. Sede 35
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Messung der Verformung

1) Streckung (Extension) e = (;-lp/ly
= Al /10
= (11 /10) -1
l+e = [/l
bei keiner Verformungist e = 0
+ = Verlidngerung
- = Verkiirzung
2) Quadratische Streckung A= (1 1))?
= (1 +e)?
l+e = VA
= [/,
bei keiner Verformung ist A = 1
immer +
3) Reziproke quadratische Streckung
A =1/A
4) Logarithmische Streckung € =2 Al/l wenn Al-->0
= J- (1/1ydl
= In (I; /lp)
=In(l+e)
oe/ot = (1/1) dl; /ot
bei keiner Verformungist € = 0
-0 < £ < oo

stretching
Lineation
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5) Scherverformung

R

Winkelidnderung durch  Verformung

<
[}

Winkel der Scherverformung

o<
i

Scherverformung
tan Y



Definition - Rotationssinn

Es gilt die gewohnliche mathematische "rechte Hand-Regel".

+ve
1\ X2 1
+tve @ positiv
-ve : negativ
Rotationssinn +ve
-ve
7/
7/
Ve
-ve ———— > +ve
: X4
1
]
-ve
tve X3
Yy +ve
o< +ve
> \ ¥ -ve
Y = Scherwinkel o< +ye
= Winkel nach der Verformung
- Winkel vor der Verformung
= o< -90°
A Sehr wichtig !

Die Form der Gleichungen ist fast immer von der

urspriinglichen Konvention abhéngig;

d.h. eine andere Vorzeichen-Konvention gibt eine

verdanderte Form der Gleichungen.

NSM
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Streckung oder Verkiirzung einer Linie

Fiir jede 180° Periode des Winkels gibt es ein Maximum und ein Minimum fiir den Wert der Streckung
einer Linie.

Diese zwei senkrechten Linien sind die sogenannten Hauptachsen der Verformung.

Sie sind auch die Achsen der Verformungsellipse.

Die urspriingliche Orientierung dieser Linien ist auch senkrecht, wie die Achsen der Verformungsellipse.
Diese zwei Linien sind die einzigen Linien, die diese Eigenschaft aufweisen.

ab} Hauptverformungsachsen

1 Linien ohne Verformung

Rotationskomponente der Verformung (® )

© =0 -0 @
%)

die Orientierung einer Hauptachse
die Orientierung dieser Linie
vor der Verformung

tan®

(ajp- app) /(agp +ay) [ Siehe Ramsay & Huber, 1983, Seite 286]

wenn  ® = 0 somuss ajp=ap; sein,

d.h. die Verschiebungsmatrix muss symmetrisch sein.
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Betrag der Hauptverformungsachsen

7\«1 , )bz = 1/2 [ (3112+ 8.122+ 21212+ 8222)
+ V{(ay 2+ a2+ ay 2+ a592)2 - 4(ag 2g; - ajpay1)2}]

[ Siehe Ramsay & Huber, 1983, Seite 287]
AL Ay = (apag - appag))?

Flichen Dilatation (A)

endliche Flache — urspriingliche Flache
urspriingliche Fliche
n(1+e)(1+e,) — 7r2

nr?
= (l+e)(1+ep) -1 wennr = 1

A =

1+A = (1+ep (1+ep)
= (Ap. Ai2

= a11ap - aAp2dy1
= ar a2

Dies ist die Determinante
ay] ay der Verschiebungsmatrix.

Beispiele

1. Einfache Scherung

S

X = Ax
tan 2@ = -2/ Y
tan 2@’ = 2 /'Y

A wenn Yy ->0

tan ZQ’ -=> o0

@ -->45°
tan® = Y/ 2
M, A = 1R2[2+72% y(@d+ 2)112]

A = 0
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2. Reine Scherung

A = a 0
0 1l/a

X = Ax
tan20 = O
tan20° = 0
tan® = 0
M.,A = aZ,1/a?
A = 0
X3' x3
A X3 X,
8 }
________ =N
¥ ] - ——
X, X, '
- (:Zl @ —> .
== -
I
Progressive pure shear B. Progressive simple shear

Figure 15.13 Particle motions during two

progressive deformations. A. Particle mo-

tions during progressive pure shear. The Twiss 2 Moares 1792.

lines with the arrowheads are parallel to .

the velocity vectors of the particles in the Seate 308

body. B. Particle motions during progres-
sive simple shear are all strictly parallel to
the shear plane (X direction). The velocity
varies lincarly with distance normal to the
shear plane (X3 direction).
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Verschiebung und Verformung in drei Dimensionen

Die Mathematik fiir die Verformungsanalyse in drei Dimensionen ist komplizierter als die fiir zwei
Dimensionen aber die Grundlagen und die Methoden sind gleich.

Grundlagen (schematisch)

Um ein Punkt im Raum zu bestimmen braucht es drei Komponenten .

X3

N

o (X1,X,5,X3) Der Endpunkt

3

* (x, ,xz,x3) Der urspringliche Punkt

> X,

X

Es braucht drei Gleichungen um die Beziehung zwischen dem Endpunkt und dem urspriinglichen Punkt
zu beschreiben.

X1 = apX; + apxy + a13x3
Xy = agX] + apXp + axsXj3
X3 = azx; + azgXp + a33xX3

oder in Matrixform

X ajp app  ap\ [X
Xol = a1 apn ax X2
X3 az] azp azz) \X3

oder, noch kiirzer, in Tensorform

Xi = ajjX woi=1273
j=1.23

Also, in drei Dimensionen brauchen wir 9 Verschiebungskomponenten.
Zum Vergleich, in zwei Dimensionen brauchen wir nur 4.

In drei Dimensionen konnen wir die Verformung durch das dreidimensionale Deformations- oder
Verformungsellipsoid (strain ellipsoid), mit der Einheitsradiuskugel als Ausgangsform, ausdriicken.
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1+ €5

1+ez

Somit haben wir drei Hauptverformungsachsen mit den Ldngen

I+e; X - Achse
l+e, Y - Achse
1+e3 Z- Achse

€12€ey2e3
Wir haben auch drei Hauptverformungsebenen XY, YZ, XZ.

Was ist eigentlich eine zwei-dimensionale Verformungsellipse ?
Die Verformungsellipse ist eine allgemeine Schnittfliche durch das Verformungsellipsoid.

Die drei Hauptverformungsachsen stehen senkrecht zueinander, und haben daher eine bestimmte
Orientierung im Raum, z.B. in stereographischer Projektion :

N

S

Die drei Achsen entwickelten sich aus drei anderen Richtungen, die urspriinglich senkrecht zueinander
standen :

N

S

Die 9 Verschiebungskomponente geben 9 Verformungskomponente :

3 Verformungsachsen Léangen
3 Richtungen vor der Verformung
3 Richtungen nach der Verformung
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Der Geologe kann im allgemein maximal 6 Komponenten messen :

1+el
1+62
1+C3

plus die Orientierung der drei Hauptachsen nach der Verformung.
Oft sind es aber nur deren 5 Messungen:
die Verhaltnisse (1+e)) / (14e9) & (1+ey) / (1+e3)
plus die Orientierung der drei Hauptachsen nach der Verformung.
Sehr selten kann man die urspriingliche Orientierung der Hauptachsen bestimmen.
Die Formen der Verformungsellipsoide

Sie konnen mit einer graphischen Darstellung abgebildet werden -
das sogenannte Flinn Diagramm.

lineare Yerformung

€2° &3
(Zigarren Form)
N
anscheinend
1+e gestreckte
1 Ellipsoide
1+e, (prolate)
anscheinend
gepldttete
Ellipsoide
(oblate)
uniachsiale
Verformung
1 > €17 €2
/1 1+e 2 (Pfannkuchen Form)
eine Kugel 1+e g
Field B
Apparent constriction
wo2k>1 k=1
Field A
!\ Apparent flattening
]*e, ) ~1>k30
xy™ >
loez "
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Oder, in logarithmischer Darstellung :

In[(14e;)/(1+e)] = In(1+e;) - In(1+ep)

=¢g - & ( = dielogarithmische Streckung)

€E,- €

2 3

Warum anscheinend gestreckte oder geplittete Ellipsoide?

Rein gestreckte Ellipsoide haben e, <0

Rein geplittete Ellipsoide haben €5 >0

Eben verformte Ellipsoide haben e, =0 ("plane strain")
Die Felder im Flinn Diagramm entsprechen diesen Gruppen von Ellipsoiden genau nur dann,wenn es
keine Volumenénderung gibt!

Allgemeine Gleichung der Volumeninderung in 3-D

Das Volumen einer Kugel =3
=T fiir r=1

Nach der Verformung ist die urspriingliche Kugel ein Ellipsoid mit dem Volumen
= 1 (1+eq) (1+e;) (1+€3)

Verhiltniszahl der Volumeninderung

T (14+e9) (1+ey) (1+e3)

T

(1+61) (1+62) (1+€3)

1+A wobei A = die Dilatation.
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Der Flinn k-Wert

Jedes Ellipsoid hat einen sogennanten k-Wert.
In linearer Darstellung:

A
T+e P
[ ]
1+e ,
0
1 —>
1 1+e
1+e 3
Ordinate - 1
Der k-Wert ist das Verhdltnis = ———7M——— (d.h. die Steigung
Abszisse -1 der Linie OP)

[(1+e)/(14ey)] -1

[ (1+ey)/(1+e3)] - 1

anscheinend gestreckte Ellipsoide haben o>k >1
anscheinend geplittete Ellipsoide haben 1> k=0

Ellipsoide die entlang der Linie k=1 liegen, haben die Eigenschaft :-

1+e1 1+62
I+ey B I+e3
d.h. (I+ep)(1+e3) = (1+62)2 - (D

Wenn wir keine Volumenénderung haben, folgt (siche oben):
(1+e7) (1+ey) (14e3) = 1
oder (1+e) (14e3) = 1/(1+ep)) —m8— (2)
Kombination von(1) und (2) , dann muss
1/(14ey) = (l+ey)?
oder (14e)3 = 1 D e = 0 MM

Fiir Ellipsoide ohne Volumenénderung (d.h. A=0) und mitk =1, iste; = 0.
Also, solche Ellipsoide sind eben verformte Ellipsoide.
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Wenn wir eine Volumeninderung haben, wo finden wir eben verformte Ellipsoiden auf dem Flinn

Diagramm?
Aus der Definition solcher Ellipsoide folgt
e, =0 oder
(I+ey) =1 = d.h. keine Verkiirzung
oder Verldngerung einer
Linie, die parallel zur
intermedidren Achse liegt.
Aber es gilt
1+A = (1+e)(1+e,)(1+e3) —— siehe oben !
mit (1+ep) =1
= (1+€1)(1+€3)
(14e9) (1+e3)
- *
(1+e5) (1+e9)
oder
( 1+e 1) ( 1 +62)
= (14+4)
(1+e9) (1+e3)

Diese Gleichung beschreibt eine Gerade durch (0,0) mit Steigung (1+A), wie sie auf dem folgenden

Flinn-Diagramm dargestellt ist:

N
k=1
1+e1
1+e e, <0 e, =0, d.h. ebene
Verformung mit
A negativ
(Volumenverkleinerung)
32 >0
1 —>
1 1+32
1+e 3
0
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Noch besser ist ein Darstellung in einem logarithmischen Flinn-Diagramm:

(14eq) (1+ey)
In = In(1+A) + In
(1+ey) (1+€e3)
- e, 0, A>0
e,=0, A=0
e,=0, ALKO
1+e, 2 ’
In
1+e2
In(1+A)
1+e
In 2
1+e3

Einfluss einer &dlteren Verformungsphase

z. Bsp. diagenetische Kompaktion

Eine weitere Verformung eines schon verformten Gesteines kann einen ziemlich komplizierten
Gesamtverformungsweg im Flinn-Diagramm verursachen.

Ein einfaches Beispiel mit konstanter, koaxialer Verformung und ohne Korperrotation ist auf dem
ndchsten Flinn-Diagramm dargestellt: ein homogenes Gestein wird zuerst senkrecht zur Schichtung
verklirzt (durch diagenetische Kompaktion © uniachsiale Verformung: k= 0) und dann spéter von einer

schicht-parallelen tektonischen Verformung deformiert (sehr realistisches Beispiel. Man denke nur an die
Bildung von Tonschiefer).
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Beziehung zwischen 2-D und 3-D Verformung

Wir konnen verschiedene Verformungsellipsoide haben, deren Form von den Werten der
Hauptverformungsachsen bestimmt werden.

Wir wollen nun mathematisch alle Moglichkeiten dieser Formen betrachten:

Vor der Verformung haben wir eine Kugel. Durch die Verzerrung ist diese Kugel in ein Ellipsoid mit
den Hauptachsen

(1+eq) > (1+ey) > (14+e3) abgebildet.

Moglichkeiten:

A. ep>ey>e3>0 Praktisch ist dieses Ellipsoid
unmoglich. Dieses Ellipsoid
weist eine enorme Zunahme des
Volumens auf.

B. e1>e;>0>e;

Moglich !
C. e1>0>ey>e3
D. 0>e;>ey>e3 Unrealistisch. Dieses Ellipsoid

weist eine enorme
Verkleinerung des Volumens auf.

Innerhalb der beiden Gruppen B und C konnen wir bestimmte Typen beschreiben:

1. ej=¢ey>0>e3 rein geplittete

2. e1>ep>0>e;3 Ellipsoide < planare Verformung
3. e1>ep=0>e; ebene Verformung (plane Strain)

4. e>0>ey>e;3 rein gestreckte

5. e1>0>ey=¢e;3 Ellipsoide < lineare Verformung

Betrachten Sie das Diagramm. Es stellt die Volumen der gestreckten und verkiirzten Linien und die
Flachen mit keiner Longitudinalverformung, die diese verschiedenen Felder trennen, dar.

Wir konnen die Richtungen aller Linien auch auf dem Stereonetz darstellen. Dann haben wir fiir die 5
verschiedene Ellipsoid-typen :

gestreckt e positiv

2. 3. 4. 5.

keine Longitudinalverformung e =0

verkurzt e negativ

X:1+E1
Y:1+e2
Z:1+e3
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Ellipsoid 4
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Ellipsoid 2
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A

Ellipsoid 5§
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NSM

5
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‘ ket
T:g‘ Geglreckte fipen
4
Geplatlele Typen
o2

1
Lo
Teey

Ellipsoid 3

Strainefipzenfelier

sl apipt

2 13X,

I S D Y I I
\ 3 DA

~d ,/) ot At

Oben:

Flinf Typen von Verformungsellipsoiden(mit konst.Vol)
und Lage der Fldchen ohne Longitudinalverformung.
Unten:

Pole der Schnittellipsen durch die 5 Typen der Ver-

formungsellipsoide und zugeordnete Verformungsellip-

" senfelder.
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Die verschiedene Typen der zwei-dimensionalen Verformungsellipsen konnen graphisch dargestellt
werden:.

A

N2

N
Im allgemeine ist die Verformungsellipse ein Schnitt durch das 3- dimensionale Verformungsellipsoid.
In allen Ellipsoiden konnen wir Ellipsen des Feldes 2 finden. In Ellipsoiden der Typus 1 & 2 gibt es

auch Ellipsen des Feldes 1, und in Ellipsoiden der Typus 4 & 5 konnen wir Ellipsen des Feldes 3
finden.

Ellipsoide Ellipse-Felder Geologische Strukturen

1. ey =e, [Pfannkuchen] Felder 1 +2 Faltungen + Boudinage (2)
geplittete Verformung oder

2. Felder 1 +2 Doppelboudinage (1)

3. e, =0cebene Verf. nur Feld 2 Faltungen + Boudinage (2)

4. Felder 2 + 3 Faltungen + Boudinage (2)
lineare Verformung oder

5. ey =ej3[Zigarre] Felder 2 + 3 Doppelfaltungen (3)



